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RESUMO

EMARANHAMENTO QUANTICO: DETECCAO,
DINAMICA E NAO-LOCALIDADE

Alejo Salles

Orientador: Ruynet Lima de Matos Filho

Resumo da tese de doutorado submetida ao Programa de Pés-Graduacao em
Fisica, Instituto de Fisica, da Universidade Federal do Rio de Janeiro - UFR.J, como

parte dos requisitos necessérios a obtencao do titulo de Doutor em ciéncias (Fisica).

Nesta tese, abordamos o problema do emaranhamento quantico como recurso
fisico para o processamento de informacao. Com este fim, dividimos a andlise em
trés partes: a deteccao do emaranhamento, a sua dinamica, e a sua relacao com outro
conceito central na mecanica quantica, o de nao localidade. A respeito da primeira
destas partes, apresentamos um protocolo de medida do emaranhamento em siste-
mas discretos, e um esquema de deteccao do mesmo para variaveis continuas. Em
relacao a dinamica do emaranhamento, estudamos a evolugao deste para sistemas
em contato com o meio ambiente, assim como a sua robustez em fungao do tamanho
do sistema. Finalmente, na tltima parte analizamos a conexao do emaranhamento
com a nao localidade quantica, através do conceito de transposicao parcial. Os re-
sultados aqui reunidos sao de natureza tanto tedrica como experimental, provendo

uma ampla perspectiva do problema tratado.

Palavras-chave: Emaranhamento, Informacao Quantica, Nao-Localidade.
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ABSTRACT

QUANTUM ENTANGLEMENT: DETECTION,
DYNAMICS AND NON-LOCALITY

Alejo Salles

Orientador: Ruynet Lima de Matos Filho

Abstract da tese de doutorado submetida ao Programa de Pdés-Graduagao em
Fisica, Instituto de Fisica, da Universidade Federal do Rio de Janeiro - UFR.J, como

parte dos requisitos necessérios a obtencao do titulo de Doutor em ciéncias (Fisica).

In this thesis, we tackle the problem of quantum entanglement as a physical
resource for the processing of information. To this end, we divide the analysis in
three parts: entanglement detection, its dynamics, and its relation with another key
concept in quantum mechanics, that of non-locality. Regarding the first of these
parts, we present a protocol for measuring entanglement in discrete systems and a
scheme for its detection for continuous variables. In what respects entanglement
dynamics, we study its evolution for systems in contatct with the environment, as
well as its robustness as a function of the system size. Finally, in the last part we
analize the connection between entanglement and quantum non-locality, through
the concept of partial transposition. The results here gathered are both theoretical

and experimental, what provides us with a wide perspective of the problem.
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Introducao

O conceito de emaranhamento foi cunhado pelo préprio E. Schrodinger, que enfa-
tizou a sua importancia como traco carateristico da mecanica quantica [1]. Ja em
1935, o emaranhamento quantico encontrava-se no meio do debate acerca da com-
pleteza da teoria quantica iniciado pelo famoso artigo de A. Einstein, B. Podolsky e
N. Rosen [2]. Nessa época, e ainda apds a resolucao do conflito pelo trabalho de J.
Bell [3], a idéia de emaranhamento era indistinguivel da de nao-localidade quantica,
que esbarrava tao fortemente na intuigao classica. Foi sé com o surgimento da teo-
ria da informacao quantica que o conceito de emaranhamento ganhou vida prépria,
recebendo uma defini¢ao formal.

Quem definiu matematicamente o conceito de estado emaranhado pela primeira
vez foi R. Werner num artigo de 1989 onde mostrou que emaranhamento (segundo
a propria definigdo dele) e nao-localidade sdo conceitos dissimiles [4]. A defini¢ao
dada por ele e usada até hoje na literatura baseia-se na idéia de separabilidade. Um
estado quantico bipartido pap se diz separavel se e s6 se ele pode ser escrito como

soma convexa de estados produto, isto é:
k k
pas = oy ®ply, (1)
k

onde A e B nomeiam as duas partes do sistema, e os coeficientes py representam
probabilidades tais que 0 < p, < 1e ), p, = 1. Finalmente, um estado quantico é
emaranhado se e sO se ele nao é separavel.

A motivacao desta definicao é que se as duas partes A e B podem preparar o
estado conjunto psp somente usando “aleatoriedade partilhada” (shared random-
ness), descrita pelo conjunto das pg, entdo nao existem correlagoes genuinamente
quanticas no estado, isto é, o estado é separavel.

Embora esta seja uma definicao precisa, ela é muito inconveniente do ponto de
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vista pratico. Para comecar, existem infinitas formas de decompor um estado como
soma convexa, e teriamos que testar todas elas para podermos garantir que um es-
tado é realmente emaranhado. Além disto, mesmo contando com um estado do qual
se sabe que é emaranhado, existe o problema da quantificacio do emaranhamento.
Se pretendemos considera-lo como recurso, gostariamos de ser capazes de dizer quao
emaranhado é um estado, o que ndo estd contemplado na defini¢ao (1).

Este problema teve iniimeras tentativas de resolucao, a partir da introducao dos
quantificadores de emaranhamento. A questao é que, ja desde a definicao, nao ha
consenso absoluto nas propriedades que um bom quantificador de emaranhamento
deve satisfazer. O tnico que é sempre aceito é que ele deve adotar o valor zero para
estados separaveis. Mas ja a propriedade oposta nem sempre é vélida, existindo
quantificadores que se anulam para alguns estados emaranhados .

Frente a esta situacao, surgiu o conceito de mondtonas de emaranhamento, jun-
tamente com o de operagoes locais e comunicagao classica, LOCC por suas siglas em
inglés (Local Operations and Classical Communication) [6]. A idéia por tras disto
estd relacionada a motivacao da definicao do emaranhamento. Se as duas partes
A e B estao restritas a operar localmente sobre seus subsistemas, e somente po-
dem partilhar informacao classica, o emaranhamento nao pode crescer. Assim, uma
mondétona de emaranhamento sé pode diminuir seu valor ao se aplicarem operagoes
locais e comunicagao classica ao estado. Mas novamente surge um problema ao
se adotar este paradigma: resulta impossivel ordenar as monotonas de emaranha-
mento [6, 7]. Isto é, tomando-se um par de estados p; e p, uma monétona pode dizer
que p; é mais emaranhado do que p,, enquanto outra pode dar o resultado oposto.
Porém, existem vantagens na adoc¢ao do critério das LOCCs, como ¢ a possibilidade
de definir estados mazimamente emaranhados. Estes estados sao tais que qualquer
outro estado pode ser obtido a partir deles através da aplicacao de operagoes locais e
comunicacao classica. Aqui nao existe discrepancia entre as monétonas, obtendo-se
um conceito util do ponto de vista da aplicacao.

O panorama fica ainda mais complexo ao incluirmos mais partes. Embora a

definicao de emaranhamento seja trivialmente extensivel a situacao com mais de

1'Um exemplo é a G-concurrence introduzida por Gour [5].
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duas componentes, surgem novos inconvenientes. Por exemplo, o conceito de estados
maximamente emaranhados, que resultava 1til no caso de duas partes, deixa de ser
tao claro. Mesmo tomando estados puros de trés partes, existem familias de estados
tais que é impossivel “pular” de uma para outra utilizando somente LOCCs [8].
Exemplos disto sao as familias de estados Greenberger-Horne-Zeilinger (GHZ) [9] e
W [8] para qubits, isto é, sistemas quanticos de dois niveis.

O exemplo tipico de estado GHZ consiste numa superposicao de dois estados, o de
todos os qubits no estado fundamental ou |0), ¢ o de todos eles no estado excitado |1):
lWarz) = 1/v2(|0...0) +[1...1)). Estes estados sao de fundamental importancia
tanto tedrica quanto experimental, e possuem propriedades muito interessantes. Dis-
cutiremos a dinamica do emaranhamento desta familia de estados no capitulo 4. O
estado W tipico consiste numa superposicao dos diferentes termos que tém uma
tinica excitacdo do sistema: |iy) = 1/v/N(]10...0) 4]01...0) + ... +[00...1)).
Para o caso de dois qubits, estes estados coincidem (sao ambos estados de Bell), e
portanto nao existe conflito no conceito de estado maximamente emaranhado.

Esta situacao parece bastante desalentadora. No entanto, a promessa da com-
putagao quantica de fornecer uma alternativa para o processamento de informacao
radicalmente mais eficiente que o atingivel classicamente segue de pé, e o emaranha-
mento parece ser a chave do seu poder. Embora existam modelos de computagao
quantica que requerem pouco ou nenhum emaranhamento, como o modelo de com-
putagao de um qubit de E. Knill [10], estes sdo sempre limitados e nao constituem
modelos de computagao universal.

Por outro lado, existem algoritmos quanticos que utilizam grandes quantida-
des de emaranhamento e sao provadamente mais eficientes que qualquer protocolo
classico, como o algoritmo de busca em base de dados de L. Grover [11]; ou ainda
exponencialmente melhores que qualquer algoritmo classico conhecido, como o de
fatorizacdo em ntmeros primos de P. Shor [12].

Indo além do objetivo inicial do processamento eficiente de informacao, o impres-
sionante nivel de controle que é atingido pelas experiéncias atuais sobre sistemas
quanticos constitui uma nova promessa tecnologica com potencial para intimeras

aplicacoes no nosso dia-a-dia. Estados GHZ de 10 partes ja foram produzidos em
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sistemas fotonicos [13], e superposigoes de 8 fons em estados W [14] foram prepara-
das. Sistemas de distribuicao quantica de chaves ja estao a venda, se proclamando
melhores que as alternativas cldssicas?.

Assim como a teoria eletromagnética, enunciada em forma fechada nas equagoes
de Maxwell na metade do século XIX, invadiu a nossa vida ao longo do século
XX, as aplicagoes da mecanica quantica estao apenas comecando a aparecer. E
imaginavel que, em breve, superposicoes quanticas de objetos macroscopicos saiam
dos laboratorios, com usos potenciais que ainda nao conseguimos enxergar.

Paralelamente ao avanco das experiéncias que demonstram altos niveis de con-
trole de sistemas quanticos, as fabricas de microchips continuam aumentando a
velocidade dos processadores, ao mesmo tempo que diminuem o tamanho dos chips
num passo firme, descrito empiricamente pela Lei de Moore [15]. Em poucos anos,
inevitavelmente, o nivel quantico sera atingido pelos microchips. O processamento
quantico de informacao devera estar entao suficientemente desenvolvido para dar
conta da situacao, tanto num nivel tedrico quanto experimental, j4 que o avanco
tecnologico é um traco essencial da nossa cultura, e resulta dificil imaginar as pro-
fundas mudancas que deveriam acontecer para nos livrarmos dele.

Por estes motivos, acreditamos no estudo do emaranhamento quantico como re-
curso fisico, o que constitui o objetivo central desta tese. Com este fim, a andlise
foi dividida em trés partes: a deteccao do emaranhamento, a sua dinamica, e a sua
relacao com outros conceitos fisicos, em particular o de nao-localidade. Conside-
ramos que estas trés faces nos dao uma perspectiva ampla do problema, e devem
ser entendidas em profundidade para estabelecer o carater de recurso do emaranha-
mento.

A tese consiste, portanto, em nossas contribuicoes a esses trés aspectos do pro-
blema, e nao pretende ser um compendio exaustivo dos resultados existentes sobre o
emaranhamento quantico. Na primeira parte tratamos alguns aspectos da deteccao
do emaranhamento, em sistemas discretos no capitulo 1 e continuos no capitulo 2.

A segunda parte trata da dindmica do emaranhamento e consta de dois capitulos.

O capitulo 3 refere-se ao estudo experimental do fenomeno da morte sibita do ema-

2Ver por exemplo os sites http://idquantique.com e http://magiqtech.com/.



Introducao 5

ranhamento, entanto que o capitulo 4 é um estudo teérico da robustez do emara-
nhamento e a sua escalabilidade sob a agao da descoeréncia.

Finalmente, na terceira parte, estudamos a relacao do emaranhamento com um
outro conceito central na mecanica quantica, o de nao-localidade. No capitulo 5
definimos o problema e apresentamos a nossa contribuicao.

Os resultados apresentados nesta tese sao tanto tedricos como experimentais.
Estes tltimos foram obtidos no Laboratorio de Optica Quantica da UFRJ, e a minha
participagao neles envolveu propostas, andlise de dados, e ajuda com as montagens
e medidas, segundo o caso. Os resultados tedricos foram obtidos conjuntamente com

varios colaboradores, cujos nomes sao dados nos capitulos correspondentes.



Parte 1

Deteccao do Emaranhamento



Capitulo 1

Medida do Emaranhamento
através de um Unico Observavel

Neste capitulo discutimos um aspecto do problema da medida do emaranhamento,
mostrando como ela pode ser feita através do conhecimento do espectro completo
de um tunico observavel. As idéias desenvolvidas neste capitulo foram feitas em
colaboracao com Fernando de Melo, Juan Carlos Retamal, Ruynet Lima de Matos

Filho e Nicim Zagury e foram publicadas em [16].

1.1 Medicao das propriedades de um estado quan-
tico

Em geral, ao fazermos medicOes na mecanica quantica, o que realizamos sao me-
didas de valores médios de observaveis. Estas medidas realizam-se decompondo o
observavel em diferentes projecoes. Por exemplo, para conhecer o valor médio da
populacao de um sistema de dois niveis, devemos medir o observavel o,. Isto é
conseguido projetando as muitas copias do estado que sao requeridas nos autoesta-
dos do operador, o estado fundamental |0) e o estado excitado |1). Determinando
a freqiiéncia com que se obtém um ou outro resultado, obtemos o valor médio do
operador, (o).

Concretamente, se o qubit for codificado num spin, podemos utilizar para a
medida um aparelho de Stern-Gerlach. O valor médio de o, é entao obtido contando
as vezes que o spin é defletido para cima, e subtraindo as vezes em que ele é defletido

para baixo, finalmente normalizando pelo nimero total de spins medidos.
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Analogamente no caso da codificagdo nas polarizagoes horizontal (|H)) e vertical
(V) de fétons, podemos realizar a medida utilizando um cubo polarizador e dois
detectores, um em cada porta de saida do cubo. As contagens num detector menos
as contagens no outro, normalizadas pelas contagens totais dao o valor médio dese-
jado. Este é o exemplo mais simples de medida de uma propriedade de um sistema
quantico, isto é, quando ela é simplesmente o valor médio de um observavel.

Porém, existem propriedades que nao podem ser expressas como valores médios
de um operador, e o processo de medida resulta mais complicado, requerendo nor-
malmente vérias configuracoes experimentais diferentes. Um exemplo simples disto
¢ a pureza de um estado, definida como Trp®. Neste caso, mais medidas sdo ne-
cessarias para conhecer a propriedade desejada. Uma possibilidade é recorrer ao
processo de tomografia do estado quantico, através do qual obtém-se conhecimento
completo do operador densidade p que o carateriza. Conhecido p, qualquer propri-
edade do estado pode ser calculada.

No entanto, o nimero de medidas requerido para realizar a tomografia completa
do estado pode ser desnecessariamente grande para conhecer simplesmente uma pro-
priedade dele (s6 trés valores médios sao requeridos para a tomografia de um qubit,
mas este nimero cresce exponencialmente com o nimero de qubits no sistema).
Existe, contudo, um resultado que mostra que qualquer fun¢ao polinomial de grau
n da matriz densidade p pode ser obtida a partir da medida de um ou dois valo-
res médios em n copias simultaneas do estado do sistema [17]. No caso da pureza,
por exemplo, basta medir um valor médio sobre duas copias do estado, ao invés de
realizar a tomografia completa.

Esta é justamente a situagao do emaranhamento: sem importar o quantificador
que seja escolhido, é impossivel medi-lo através de um tnico valor médio. Para evitar
fazer a tomografia completa do estado, ou a medida de varios valores médios, existem
propostas de medida utilizando cépias simultaneas do estado p, como veremos a

continuagao.
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1.2 Medida do emaranhamento com cépias simul-
taneas do estado

No caso de estados puros bipartidos no qual, além das muitas copias requeridas
para realizar qualquer medida na mecanica quantica, estas estao disponiveis em
pares simultaneamente, é possivel medir o emaranhamento como valor médio de
um observavel sobre o par de copias do sistema. O quantificador escolhido é a
concurréncia’ introduzida em [18], que pode ser escrita em fungao das duas copias

do estado como [19]:

C(¥) = V(U] @ o (V[O]¥); @ |W)s, (1.1)

onde 1 e 2 s@o duas copias do estado bipartido |¥), e O é um operador agindo no
espaco Ha® Hp ® Ha ® Hp. Existem muitas escolhas possiveis para O, uma delas,

pensado agora como operando no espago Hy @ Hqa ® Hp ® Hp, é:
O =4P* @ P5, (1.2)

onde P4 e PB sido projetores nos subespacos antisimétricos de Ha @ Ha e Hp @ Hp,
respectivamente, e o fator 4 é incluido para normalizar a concurréncia entre 0 e 1
no caso de qubits [19]. Utilizando estas idéias foi realizada a primeira medida direta
do emaranhamento, no Laboratério de Optica Quantica da UFRJ [20].

Apesar do interesse tedrico de se poder escrever um quantificador de emara-
nhamento tal como a concurréncia como valor médio de um operador (embora seja
um operador sobre cépias do estado), na prética, como vimos na se¢ao 1.1, é ne-
cessario medir o espectro inteiro do operador para conhecer seu valor médio. Assim,
nos perguntamos se, tendo a disposicao a medida do espectro inteiro de um ope-
rador, nao poderiamos conhecer o emaranhamento do sistema, sem requerer copias
simultaneas do sistema. Obtivemos um resultado positivo, através da tomografia
minima e 6tima de um dos subsistemas e utilizando um sistema auxiliar de maior
dimensao. Enfatizamos que utilizamos a concurréncia como quantificador de ema-

ranhamento para contrastar com os protocolos conhecidos que utilizam cépias si-

Devido & caréncia de uma traducdo padrio do inglés concurrence, optamos pelo termo usado
cotidianamente nas discussoes. A definicdo precisa da concurréncia é posposta até o capitulo 3,
onde precisaremos dela.
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multaneas do estado. Porém, a concurréncia é uma medida desenhada com énfase
em estados mistos, e poderiamos ter utilizado aqui outra medida do emaranhamento
boa tnicamente para estados puros, como é a entropia de Von Neumann do estado

reduzido S(p,) = —tr(p,logp,).

1.3 Tomografia minima e 6tima

Para realizar a tomografia completa de um estado arbitrario de um sistema de dois
niveis requer-se especificar trés valores, ao levarmos em conta as propriedades de
hermiticidade e normalizagao (trago unitario) do operador densidade (representado
neste caso por uma matriz complexa de 2 x 2 entradas). Na experiéncia, no entanto,
a normalizacao é tipicamente desconhecida (por exemplo o fluxo de fétons num
feixe) e deve ser medida também, e s@o portanto necessarios quatro valores para
reconstruir o estado.

A escolha tipica, porém, consiste em medir o valor médio dos trés operadores
de Pauli 0., 0, € 0., 0 que, como discutimos na secao 1.1, requer a medigao de
seis projetores, dois por cada operador. Esta é uma medida com valor de operador
positivo, POVM pelas siglas em inglés (Positive Operator Valued Measure), onde
a soma de todos os seis operadores medidos (proporcionais a projetores) é igual
ao operador identidade. Assim, obtém-se seis probabilidades, a partir das quais
o estado é reconstruido. Claramente, esta escolha nao é 6tima, pois sabemos que
quatro probabilidades sao suficientes.

Poderiamos entao pensar em tomar simplesmente uma das projecoes de cada
um dos trés operadores o,, o, e o0,, digamos FP,., Pyy e P,y, e completar com
outra medida qualquer, como P,_. Apesar destas medidas serem suficientes para
reconstruir o estado, esta escolha nao é boa do ponto de vista da simetria. Pensando
na esfera de Bloch, os vetores correspondentes a estas quatro projecoes nao estao
equidistribuidos no espaco, com angulos de 90 ou 180 graus entre eles.

Em [21], os autores propéem um protocolo de tomografia minima e étima, por
contar com o minimo nimero de medidas necessarias para a reconstrucao do estado
(as quatro ja discutidas), e por ser completamente simétrica, constituindo a melhor

escolha a priori para um estado desconhecido. A medida constitui um POVM cujos
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elementos visualizados na esfera de Bloch estao equidistribuidos, apontando aos
vértices de um tetraedro centrado na origem. Uma comparacao entre os projetores
da tomografia padrao e os da minima e 6tima é apresentada na figura 1.1. Para

mais detalhes sobre este protocolo, incluindo a prova de que é 6timo, consultar [21].

Padrdo Minima e Otima

Figura 1.1: Projetores utilizados na tomografia padrao e na minima e étima.

1.4 Medida da concurréncia através de um unico
observavel

Como mencionamos, faremos uso da tomografia minima e 6tima para medir a con-
curréncia de um estado quantico. Porém, para realizar a tomografia de um estado
requerem-se em geral varias medidas de observaveis diferentes, cujos resultados sao
posteriormente processados para obter a reconstrucao desejada. Um esquema to-
mografico tipico para sistemas fotonicos sera apresentado na secao 3.3.2. O nosso
objetivo aqui, no entanto, é diferente: pretendemos realizar a tomografia do estado
através da medicao de apenas um observavel. Para fazer isto, vamos precisar intro-

duzir um sistema auxiliar (ancila) de quatro niveis, em cujas populagdes Pg, Pgr,
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Pr e Pg podemos “escrever” as probabilidades necessarias para a tomografia. Se
escolhemos este sistema de forma tal que todos os niveis tenham energias diferentes,
o observavel medido pode, por exemplo, ser a energia do sistema. Ao realizarmos a
tomografia medindo um tnico observavel temos como vantagem adicional o fato de
que s6 uma montagem é necessaria, o que simplifica a experiéncia.

Uma vez que consigamos fazer a tomografia completa de um qubit, poderemos
aplicar o protocolo na medida da concurréncia de um estado puro de dois qubits.
Neste caso, existe uma relacao entre a concurréncia do estado e a matriz densidade

reduzida de um dos qubits dada por [22]:
C? = 4det p,, (1.3)

onde C' é a concurréncia do estado puro bipartido e p, ¢ a matriz densidade reduzida
de qualquer dos dois qubits, obtida em geral a partir de um estado bipartido pg,

CcOo1mo
Pq = tpPep, (1.4)

onde tr, representa a operacao de trago parcial, isto ¢, o trago sobre o subsistema
p. Assim, fazendo a tomografia do estado reduzido de um dos qubits, obtemos
diretamente o valor da concurréncia desejado. Uma ilustracao esquematica do pro-
cedimento é apresentada na figura 1.2.

A seguir, vamos chamar de |y) o estado puro bipartido cuja concurréncia quere-
mos medir, e |G), |G’), |E) e |E’") os quatro niveis da ancila. Utilizaremos também
o “chapéu” para denotar operadores, por claridade de notagao. Vamos utilizar dois
tipos de operacoes:

0 ~JK

i) Rotacées entre estados da ancila, denotados por R7%(8) = exp (—i%67%), onde

6% ¢ um dos operadores de Pauli (o« € {z,v, 2}) agindo no subespaco definido pelos

estados |J) e |K):
o = [K)(J| + |J)(K]
oy = —i(|K)(J| = |J)(K]) (1.5)
o/ = |K)(K| = []){J].

ii) Operagoes controladas aplicadas ao qubit alvo e controladas pela ancila. Estas
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Tomografia Minima

¥)

C? = 4 detp,

Ancila de 4 Niveis

Figura 1.2: Ilustracao do protocolo de medida da concurréncia. A tomografia de
um dos qubits é realizada através da medicao de um operador O sobre
um sistema auxiliar. Usando a relagao C* = 4 detp, obtemos o valor da
concurréncia do estado puro bipartido |y).

sao denotadas por CAU, onde A € {G,G',E, E'} é o estado da ancila cuja ocupagao
implica acao do operador U sobre o qubit cuja tomografia desejamos realizar.

Podemos, por exemplo, ter C’EU\/L5 (IG) +1E)) |x) = \/iﬁ (]G> + |E)U) |x), onde
colocamos explicitamente o operador U , que age somente no qubit alvo, a direita
do ket da ancila. S¢ trés instancias de U serdio necessdrias: Oz, Oy € —0, isto &,
operacoes unitarias no qubit, cujos estados na base de ¢, sdo denotados por |g,) e
leg)-

O protocolo comega com o estado |G)|x) de ancila e sistema. A este estado

inicial aplicamos trés rotacdes sucessivas, RS (6;), RS (6;) e RS (65) com 61, 6



1.4 Medida da concurréncia através de um tnico observavel 14

e 03 tais que:

REP(6,)]G) = T(W G)+|B)).
RGC'(6,)|G) = 7 (V3I6) +v2len) (1.6)
R (03)1G") = 7(\G> [E')) -

Obtemos assim o estado

1
s (160+ 216 + i) - 210 ) 17

O passo seguinte requer que fagamos as operagdes controladas C% (5,), C¥(6,)

e C¥(—4.), resultando no estado

! i /6_
f(|G>+TrG> + = {E)o + —|E) ) . (1.8)

Finalmente, aplicamos as seguintes rotagoes de 7/2 em torno do eixo y na ancila:

RGE( ), RG/E/( ), RGG/( ) e REE (Z) para obter:

(1906 = 16)Qa = [B)Qs +|E)Qs ) ). (1.9)
onde temos
Q ! (ﬂ - (624 Gy+6 ))
= —— —= (6 +0y+072) ),
“T 2 3 !
A 1 A 1
le—ﬂ(1+—3<6’x—5’y 6Z)>,
(1.10)
Q —L(fwi(—a— +6 —a—))
E 2./9 3 T Yy z )
Q 1(ﬂ+1(A A+A))
)= —— — (=0, —0,+0.)|.
E 2\/§ \/g Y
Obtemos entao as probabilidades de encontrar a ancila em cada estado:
Pa= g (L (0 + @)+ (0.)))
=- — (0, o o
G 4 \/g Y
1 1. . .
P =1 (14 (00 = (0] = 0))
X ' (1.11)
Pe= (14 5502 + (3 - (0
1 1 . . .
P =1 (14 (=02~ (0 + 0.0
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Somando e subtraindo estas probabilidades, podemos obter qualquer valor médio
(G4), 0 que significa que finalizamos com sucesso a tomografia do qubit simplesmente
medindo as populagoes dos autoestados de energia da ancila.

Notamos que os quatro valores de probabilidades na equagao (1.11) s@o os valores
médios dos operadores Q%, Q%,, Q% e Q%,, que constituem um POVM minimo e
6timo [21] para a tomografia de um qubit considerada.

Mesmo que o qubit nao seja destruido na medida, seu estado é modificado ir-
reversivelmente, dado que os operadores Q A Nao sao unitarios. De outra forma,
seriamos capazes de extrair informagao do qubit e logo devolvé-lo ao seu estado
original, violando assim o teorema de nao-clonagem [23].

Tendo realizado a tomografia de um dos qubits, é trivial achar o valor da con-
curréncia do sistema bipartido usando a relagao (1.3). Em termos das probabilidades

de ocupacao, é dada por:
C*=4(1-3(P2+Ps +P:i+PL)). (1.12)

Obtivemos, assim, o valor da concurréncia através da medida dos ntmeros de
ocupacao de um unico observavel num sistema auxiliar de quatro dimensoes, sem
precisar de copias simultaneas do estado. Enfatizamos novamente que, mesmo que
apenas o valor médio de um observéavel (ao invés da distribui¢ao completa de proba-
bilidades) seja necessério nos protocolos que envolvem cépias simultaneas, na pratica
a distribuicao completa deve, de qualquer forma, ser obtida para determinar o valor
médio [20].

Enfatizamos que nosso protocolo é projetado para estados puros. No entanto,
se considerarmos pequenos desvios de um estado puro, ainda obteremos uma boa
estimativa da concurréncia. Assumindo, por exemplo, um operador densidade (para
o qual omitimos o uso do chapéu) da forma p = A\p’ + (1 — A)|x) (x|, onde p' é um
estado separavel e A < 1, entao é possivel mostrar que a diferenca entre os valores
do quadrado da concurréncia real e o valor obtido usando o protocolo apresentado é
—2XA(1—=P-P")+O()\2), onde P’ ¢ P sao os vetores de Bloch associados s matrizes

densidade reduzidas de p’ e |x) (x| respectivamente.
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1.5 Proposta de implementacao com ions aprisio-
nados

Nesta secao, descrevemos uma proposta de implementagao do protocolo apresentado
num sistema de ions, presos numa armadilha de Paul linear. Em boa aproximagao,
o efeito da armadilha nos graus de liberdade de movimento dos ions pode ser des-
crito por um oscilador harmonico. Os qubits sao codificados nos estados eletronicos
fundamental e excitado de cada ion, enquanto que um dos ifons age como sistema
auxiliar.

Quando um dos ions é iluminado por luz laser quase-ressonante com um das
suas transicoes eletronicas, os graus de liberdade de movimento coletivo podem ser
acoplados aos eletronicos através da transferéncia de momento fotonico. A excitacao
laser pode ser feita de varias formas, permitindo a realizacao de um grande nimero
de Hamiltonianas de interagao. Aqui, estaremos interessados numa situacao na qual
as bandas laterais no movimento ionico sao bem resolvidas, e o limite de Lamb-
Dicke é aplicado. Consideraremos somente a excitacao de um grau de liberdade de
movimento coletivo, o do movimento do centro de massa na dire¢ao longitudinal da
armadilha.

Para realizar as operacoes necessarias para o protocolo, devemos considerar a
excitacao laser de qualquer transicao eletronica de um fon de trés formas diferentes.
Uma consiste em iluminar o ion com luz laser ressonante com a transicao, comumente
chamada de excitacao carrier. A segunda forma consiste em excitar a transicao com
luz ressonante com a primera banda lateral superior (banda vermelha); e a ultima
utiliza luz ressonante com a primeira banda lateral inferior (banda azul).

Sob as condigoes estabelecidas acima, as Hamiltonianas de interacao corres-
pondentes a cada uma destas situacoes vém dadas, na representacao de interagao,

por [24]:

]. Z¢A
He = 57;&’9’6 g+ +h.c (1.13)
Hy = %nth]ew(ud—i—h.c. (1.14)

y = %nh]§2|ei¢&+ al +h.c., (1.15)
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respectivamente. Aqui, 6, é o operador de levantamento eletronico, e @ e a' sao
os operadores de aniquilagao e criacao do modo vibracional do centro de massa,
respectivamente. ) = [Q[e’® ¢é a freqiiéncia de Rabi do laser e ) é o parametro de
Lamb-Dicke, que satisfaz n < 1 no limite de Lamb-Dicke.

As rotagoes que aparecem no protocolo sao realizadas através de excitacoes res-

sonantes dos ions, de acordo com o operador de evolugao temporal:

e~ tleT = [10(8, ¢) = et (cos(®) 6 —sin() 57) (1.16)
onde 0 = |Q|7 e 9° sdo os operadores de Pauli eletronicos (ver equagao (1.5)),

agindo no subespaco definido por |g) e |e), representando, por sua vez, estados
fundamentais (|G), |G"), |g,)) € excitados (|E), |E’), |e,)) genéricos, respectivamente.
Em particular, as rotacdes R9¢(0) = Uc(6,0) e RZS(H) = Uc(0, —7/2) sdo obtidas
ajustando a fase do laser.

As operagoes controladas sao realizadas através da excitacao do modo vibracional
do centro de massa. Interagoes tanto de Jaynes-Cummings (banda lateral vermelha,
equagao (1.14)) como de anti Jaynes-Cummings (banda lateral azul, equagao (1.15))
sao usadas no protocolo.

Por concreteza, apresentamos uma implementacao usando fons “°Ca™, que tém
sido usados em vérias experiéncias em Innsbruck (ver por exemplo [25]). Os estados
lgq) € |eq) de cada qubit podem ser codificados nos subniveis m = —1/2 do estado
451/ e m = —1/2 do 3Dj,, respectivamente.

Utilizamos ainda outro fon “°Ca™ para codificar a nossa ancila de quatro niveis.
Os estados |G) e |G') podem ser associados aos subniveis m = —1/2 e m = 1/2
do estado 45/, respectivamente, enquanto que os estados |E) e |E') podem ser
associados com os subniveis m = 3/2 e m = —3/2 do estado metaestdvel 3D3/, (ver
figura 1.3).

A primeira parte do protocolo consiste na preparacao da ancila na superposicao
dada pela equagao (1.7). Ja que a transi¢ao 45/, < 3Ds/; é uma transicao de
quadrupolo, é possivel selecionar transi¢oes entre subniveis com Am = +2 contro-
lando o angulo entre o feixe laser incidente e a dire¢ao de um campo magnético fraco

aplicado, assim como também a polarizacao do laser. Estas transicoes nos permitem
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4IP3/2 |

E'> E>

m=-3/2 m=23/2

3 D3/2

G> IG'>

m=-1/2 m=1/2

4Is1/2

Figura 1.3: Codificacao dos niveis auxiliares e transi¢oes relevantes

realizar rotacoes entre estados fundamentais e excitados especificos sem perturbar
os outros estados. Rotacdes R, entre os dois estados fundamentais |G) e |G’) sdo
realizadas através de uma excitacao Raman ressonante, que pode ser conseguida me-
diante a excitagao simultanea nao-ressonante da transicao de dipolo 4S5,y < 4P5/9
com dois feixes laser de polarizagoes m e o focados no fon auxiliar.

Comegamos com o sistema no estado |G)|x)|0)., onde |0), é o estado fundamental
do modo vibracional do centro de massa. Para realizar a primeira rotacao R??E(Ql),
aplicamos uma excitagao ressonante a transicao quadrupolar 45,5 < 3D3/, com
Am = 2. Esta rotagao ¢ seguida de uma excitacao Raman ressonante entre os niveis
|G) e |G") como descrito anteriormente, implementando R?G/(Hg). Finalmente, rea-
lizamos a rotagao IA%yG'E'(Hg,) aplicando uma excitacao ressonante a transicao 4S5/ <
3D3/ com Am = —2. Apoés esta série de pulsos, o estado eletronico dos fons é dado
pela equacao (1.7), com o modo vibracional do centro de massa ainda no vacuo.

A seguir devemos realizar as operacoes controladas. Para comecar, devemos
aplicar ¢, no estado |x) controlada pelo estado |G’). Aplicamos na ancila um pulso

7 ressonante com a primeira banda lateral azul da transicao 4S5/, < 3D3/5, com
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Am = —2 e fase ¢ = 0. Esta escolha de fase serda mantida para todos os pulsos
dessintonizados azuis e vermelhos. Esta interacao de anti Jaynes-Cummings leva o
estado |G")[x)|0), a |E")|x)|1)v, sem perturbar os outros estados. Com esta operagao
transferimos a informacao do nimero de ocupacao do estado |G’) ao estado vibra-
cional |1), . Aplicamos agora &, ao qubit, controlado pelo estado vibracional [1),.
Conseguimos isto realizando uma rotacao ressonante Rff’eq(—ﬂ /2) no qubit, seguida
de um pulso 27 ressonante com a primeira banda lateral vermelha da transicao entre
o nivel |g,) e um nivel auxiliar |e}), que leva |g,)|x)|1), de volta a ele préprio, pas-
sando por |e;)|x)|0), e ganhando um sinal negativo no processo. Aplicamos entao
uma rotacao ressonante R%“!(m/2) no qubit para obter o estado —|E')G,|x)|1)..
Finalmente, outro pulso 7 na ancila, ressonante com a primeira banda lateral azul
da transi¢ao 451/, <> 3Ds3)9, traz o estado —|E')d,|x)|1), a |G")d,]x)|0),. Notamos
que nenhum outro estado ¢ alterado nestas transformagoes.

Um procedimento analogo é seguido com o fim de agir no qubit com &,, con-
trolado pelo estado |F): Aplicamos primeiro na ancila um pulso 7 ressonante com
a primeira banda lateral vermelha da transicao 4.5/, < 3D3/5 com Am = 2, que
transforma o estado |E)|x)|0), em —|G)|x)|1),. Aplicamos entdo no fon alvo uma
rotacio R (7/2), seguida de um pulso 27 ressonante com a primeira banda la-
teral vermelha da transiao |g,) < |e;), e uma rotacao R} (—7/2). Por tltimo,
aplicamos na ancila outro pulso 7 na banda lateral vermelha, idéntico ao primeiro.

A operagao —d,, controlada pelo nivel |E’), pode ser realizada aplicando-se a
seguinte seqiiéncia de pulsos: um pulso 7 com Am = —2 ressonante com a primeira
banda lateral vermelha da transicao 45/, < 3D3/, da ancila, um pulso 27 resso-
nante com a primeira banda lateral vermelha da transigao [g,) < |e;) no fon alvo,
e outro pulso 7 na ancila, idéntico ao primeiro. Apds essas trés operacoes contro-
ladas, o sistema fica no estado dado pela equacao (1.8), sem excitagbes no modo
vibracional.

; Soq-  DPGE NG'E’
Completamos o protocolo realizando as quatro rotagoes: R, (%), R, (g),

~ / ~ / . . ~
RyGG (g) e REE (g), aplicando pulsos ressonantes sucessivos. Obtemos entao o

estado dado pela equagao (1.9).

Neste ponto, precisamos medir as populacoes dos estados eletronicos auxiliares.
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Isto é conseguido usando a técnica chamada de electronic shelving technique, rea-
lizada mediante a excitacao da transicao 451/, < 4P, e monitorando a luz de
fluorescéncia [26]. No nosso caso, uma série preliminar de pulsos é necesséria para
preparar o ion auxiliar para a medida.

Primeiro, um pulso Raman de area 7 excita ressonantemente a transigao 3Dz /3 <
3Ds5 através do nivel 4P/, usando dois pulsos de laser m-polarizados. Isto traz
a populagao do estado |E) ao subnivel Zeeman 3Ds/, (m = 3/2) e a populagao
do estado |E') a 3D5;5 (m = —3/2). Posteriormente, um pulso 7 com Am = 2
ressonante com a transicao 451/, <+ 3D3z/; € aplicado, trazendo a populacao do
estado |G) a 3Ds3/, (m = 3/2), seguido de um pulso 7 com Am = 0 ressonante com
a transicao 451/ < 3Dj9, trazendo a populacao do estado |G') a 3D55 (m = 1/2).
Finalmente, um pulso 7 com Am = 2 ressonante com a transicao 45/, «» 3D3/; é
aplicado, trazendo a populagao do estado |G) de volta ao nivel 45, /5 (m = —1/2).

Agora a transicao 451/, < 4P )5 ¢ excitada, enquanto se monitora a luz de
fluorescéncia. Se se observa fluorescéncia, isto indica que o estado auxiliar |G) era
ocupado, e a medida termina. Se nao, um pulso 7 com Am = 0 ressonante com a
transicao 451/, < 3D5/9 é aplicado, trazendo a populagao do estado |G’) de volta ao
nivel 4515 (m = 1/2). O teste de fluorescéncia é repetido, e um resultado positivo
indica que o estado |G") era ocupado. Novamente, se nao se observa fluorescéncia, se
aplica um pulso 7 com Am = 2 ressonante com a transicao 4S5}/ <> 3Ds/2, trazendo
a populagao do estado |E) a 4512 (m = —1/2). O teste de fluorescéncia é repetido
mais uma vez, com um resultado positivo indicando agora a ocupagao do estado |F).
A nao observagao de luz neste tltimo teste indica que o estado |E’) era o ocupado.
Varias iteracoes deste processo dao as probabilidades de ocupacao dos quatro niveis
auxiliares. Este procedimento ¢é equivalente a medir a distribuigao de probabilidades
do espectro de um observavel s6: a energia eletronica da ancila.

Notamos que a série de pulsos seria consideravelmente reduzida se aproveitassemos
a separacao Zeeman dos niveis, obtida com a aplicacao de um campo magnético ex-
terno forte, mas isto limitaria também o esfriamento Doppler inicial dos fons [27].

Para concluir, ressaltamos que esta é a primeira proposta tedrica de imple-

mentagao do protocolo de tomografia minima e étima introduzido em [21] para
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ions aprisionados.



Capitulo 2

Observacao de Emaranhamento
Nao-Gaussiano Genuino

Neste capitulo, continuamos o estudo da medida do emaranhamento, desta vez num
sistema de variaveis continuas, e desde uma perspectiva tanto tedrica como expe-
rimental. Os resultados apresentados neste capitulo foram obtidos em colaboragao
com Rafael de Morais Gomes, Fabricio Toscano, Paulo Henrique Souto Ribeiro e
Stephen Walborn, e foram submetidos para publicagao [28]. As medidas foram rea-

lizadas no Laboratorio de Optica Quantica da UFRJ por Rafael de Morais Gomes.

2.1 Sistemas de variaveis continuas

Um sistema quantico de variaveis continuas é aquele que admite uma representagao
em termos de varidveis que assumam valores do conjunto de numeros reais. As-
sim, um oscilador harmonico quantico, embora tenha niveis de energia discretos, é o
arquétipo de sistema de variaveis continuas, pois seu estado pode ser representado
por uma quase-distribuicdo no espaco de fases, como a funcao de Wigner!. A dis-
tincao fundamental entre sistemas discretos e continuos é, portanto, a dimensao dos
seus espacos de Hilbert: no primeiro caso ela é finita, enquanto que no segundo ela
é infinita.

E justamente por isso que os sistemas de variaveis continuas sao mais dificeis de
serem tratados matematicamente. Tipicamente, os resultados na area da informagao

quantica sao obtidos primeiro para variaveis discretas, e depois “traduzidos” para

1A definicio matematica da funcdo de Wigner é dada na equacao (2.6).
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o caso de variaveis continuas. Mas é também esta riqueza que da aos sistemas de
variaveis continuas um potencial maior para o processamento de informacao.

O sistema matematico com que vamos trabalhar é o proprio oscilador harmonico,
independentemente da sua implementacao fisica, que discutiremos mais tarde. Ele
é definido em termos dos operadores de aniquilacio e criacdo a e af, satisfazendo a
relagao de comutacdo [, a'] = 1. O efeito deles é de destruir e criar, respectivamente,
excitacoes no sistema. Em termos destes operadores, podemos também definir as

quadraturas z, e p, como:

ri‘a—%(d%—d*) .
O 1)
Pa E(—ajta),

onde r é um fator de escala que pode ser escolhido arbitrariamente, e nos resultara
util na implementagao experimental. Assim definidas, e independentemente de r, as
quadraturas satisfazem [, p,] = 1.

Ressaltamos que utilizamos o nome de “quadraturas” para estes operadores in-
dependentemente da sua posterior realizacao fisica e estes nao representam neces-
sariamente as quadraturas do campo eletromagnético, realizagao na qual os estados
de Fock representam sucessivas excitacoes ou nimero de fétons do campo. Em par-
ticular, como veremos na secao 2.4, eles serao realizados em nossa experiéncia com

perfis espaciais de campo e distribui¢oes de momento.

2.2 Estados Gaussianos e matrizes de covariancia

Como mencionamos na segao 2.1, os sistemas de varidveis continuas sao mais com-
plexos do que os de variaveis discretas. Uma forma de lidar com esta complexidade
consiste em se limitar a uma parte do espaco de Hilbert. Isto é o que é feito em
muitos experimentos fotonicos, onde s6 sao considerados os estados de vacuo (|0)) e
de féton tinico (|1)), desprezando as contribui¢oes com nimeros de fétons maiores.
O subespago definido por estes dois estados tem dimensao finita, e podemos tratar
o sistema como sendo de variavel discreta, nos dando a possibilidade de codificar,

por exemplo, um qubit.
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Outra abordagem para limitar o espaco de Hilbert consiste na restrigao a estados
Gaussianos. Estes estados sao aqueles que possuem uma fungao de Wigner Gaus-
siana, e estao, portanto, inteiramente determinados pelos valores das suas médias
e variancias, ou matrizes de covariancia no caso de muitos modos ou osciladores.
Embora o setor Gaussiano do espaco de Hilbert nao constitua um subespaco, o fato
dos estados serem definidos por um ntumero finito de parametros simplifica conside-
ravelmente o tratamento. Além disso, os estados Gaussianos possuem propriedades
de extremalidade que os destacam entre as varias classes de estados de sistemas de
varidveis continuas [29], como é o fato deles possuirem entropia maxima entre todos
os estados com igual matriz de covariancia. E por causa destas propriedades que
muitos dos resultados para sistemas discretos acharam seu correlato em variaveis
continuas para estados Gaussianos. A existéncia de emaranhamento preso (i. e.
nao-destilavel) foi estabelecida para estes estados [30], e, de fato, foi mostrado pos-
teriormente que nenhum emaranhamento em estados Gaussianos com transposta
parcial positiva (PPT) pode ser destilado [31]. Na se¢ao 2.3 voltaremos ao conceito
de transposta parcial, que nos serd 1til tanto neste como no capitulo 5.

Outra vantagem notavel dos estados Gaussianos vem de sua praticidade ex-
perimental. Em muitos sistemas descritos por osciladores harmonicos, os estados
Gaussianos sao os mais simples de serem criados e manipulados. No caso do campo
eletromagnético ja mencionado, por exemplo, os estados Gaussianos sao a regra.
Uma fonte laser produz em boa aproximacao um estado Gaussiano, e qualquer ou-
tro estado deste tipo pode ser obtido mediante o uso de elementos épticos simples,
descritos por Hamiltonianas no méximo quadraticas, como divisores de feixe (pas-
sivos) e squeezers (ativos) [32].

Como mencionamos, os estados Gaussianos estao univocamente definidos por
suas médias e matrizes de covariancia. B sempre possivel desprezar as médias deslo-
cando os estados mediante unitarias locais, o que nao muda o seu conteiido de emara-
nhamento (isto é valido tanto para estados Gaussianos como para nao-Gaussianos).
Assim, as informacoes relevantes concentram-se na matriz de covariancia. Nos es-

tamos interessados no caso de duas partes ou modos a e b, no qual a matriz de
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covariancia V' é uma matriz real simétrica 4 x 4 cujos elementos sao:
1 . . S
Vij = S{AGAE; + AGAL), (2.2)

onde £ = (Za, Pa, Zv, Pp) ¢ 0 vetor de quadraturas, e AG = & — (&), com (i,j) €

{1,2,3,4}. Assim, a matriz de covariancia é da forma:

v (A19) 23

onde A, B e C sao matrizes 2 X 2, sendo A a prépria matriz de covariancia do modo
a, B a do modo b, e C' indica as correlagoes cruzadas entre ambos.

E importante destacar que todo estado possui uma matriz de covariancia, mas
ela s6 o determina completamente no caso de estados Gaussianos. Existem em geral,
portanto, infinitos estados com a mesma matriz de covariancia, dos quais s6 um é
Gaussiano. Mais ainda, usando a propriedade de extremalidade de estados Gaussi-
anos ja mencionada, é possivel mostrar que se existe um estado puro nao-Gaussiano
com uma certa matriz de covariancia, entdo o estado Gaussiano correspondente (o

que tem a mesma matriz de covariancia), é necessariamente misto [33].

2.3 Critérios de emaranhamento

Apesar da enorme complexidade do problema da deteccao de emaranhamento intrinseca
em sua definicao discutida na introducao, existem varios critérios que nos permi-
tem dizer se um estado é efetivamente emaranhado. A maior parte destes critérios
fornecem apenas uma condigao suficiente para um estado estar emaranhado, nao
podendo, portanto, garantir a separabilidade do mesmo. Discutiremos nesta secao
alguns destes critérios: o de transposta parcial, para sistemas discretos, assim como

varios critérios para variaveis continuas.

2.3.1 Transposta parcial

A idéia de transposta parcial aparece no contexto de mapas lineares positivos mas
nao completamente positivos. Um mapa positivo é aquele que leva um operador
positivo num outro operador positivo, isto é, um estado quantico num outro estado

quantico. Ja um mapa completamente positivo é aquele que ao se estender o espaco
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de estados e aplicé-lo & parte original do mesmo (enquanto que a identidade é apli-
cada a sua extensdo), mantém a positividade dos operadores que atuam no espago
extendido. Em termos matematicos, se temos um mapa completamente positivo
(CP) AGY que age sobre o sistema A, e estendemos o espaco a B com um estado
conjunto pap, a condicao dele ser completamente positivo nos garante que a sua
acao
A" © 1p(pas) = pas (2.4)
nos leva a um estado fisico pag.
No caso de mapas positivos mas nao completamente positivos (NCP), isto ja
nio é mais valido. E por isso que este tipo de mapas pode ser usado para detectar
emaranhamento. Se aplicado sobre um estado separavel p’ih, o mapa AYT age

CO1mo:

AXCP( sep ANCP (Zp o ®pk ) _
ZpkANCP (p(A ) @ ply) = Zpkp @ ply) = ph,

isto é, nos leva necessariamente a um novo estado fisico p°% 5, por ser positivo. No

(2.5)

entanto, quando aplicado a um estado emaranhado, pode nos levar num operador
densidade nao fisico, por nao ser completamente positivo.

Assim, podemos utilizar os mapas NCP como detectores de emaranhamento:
basta aplica-los sobre o estado a estudar e analisar a positividade do estado re-
sultante da acdo do mapa. Se obtemos um estado nao fisico (operador densidade
nao positivo), podemos garantir que o estado original era emaranhado. Obtendo
um estado fisico nada podemos dizer. Temos portanto um teste nao conclusivo de
emaranhamento.

A transposicao é um exemplo de mapa positivo mas nao completamente positivo.
Assim, aplicando a um estado fisico a transposicao parcial, ou seja, a transposigao
de s6 uma das partes, obtemos um critério de emaranhamento. Novamente, se o
estado resultante apds a transposicao parcial é nao fisico, sabemos que o estado em
questao é emaranhado. Este critério foi introduzido por A. Peres [34].

Embora os critérios baseados em mapas nao completamente positivos sejam so6

indicadores de emaranhamento e, em geral, nao garantam separabilidade, é valido



2.3 Critérios de emaranhamento 27

se perguntar se no caso da transposta parcial nao podemos falar na separabilidade
do estado. De fato, foi mostrado que esse critério fornece uma condi¢ao necessaria
e suficiente para emaranhamento somente para os casos de sistemas 2 x 2 (dois
qubits) e 2 x 3 (um qubit e um qutrit, sistema de trés niveis) [35]. J4 para sistemas
3 x 3 (dois qutrits) existem estados emaranhados que nao sao detectados através da
transposigao parcial [35]. Estas idéias, e a sua relagdo com as de destilabilidade de

emaranhamento e emaranhamento preso, voltarao a ser discutidas no capitulo 5.

2.3.2 Critérios de segunda ordem

Tendo apresentado um critério de emaranhamento para sistemas de dimensao finita,
discutiremos agora alguns critérios para sistemas de variaveis continuas. Nesta se¢ao,
lidaremos com critérios de segunda ordem, isto é, que sé envolvem a informagao
contida na matriz de covariancia do estado, que contém todos momentos de segunda
ordem. Dado que os estados Gaussianos estao univocamente determinados por suas
matrizes de covariancia, os critérios apresentados nesta se¢ao encontrarao nestes

estados particular aplicabilidade, como veremos a seguir.

Critério de Simon

Embora as idéias de mapas positivos mas nao completamente positivos apresenta-
das na secao 2.3.1 nao requeiram que os sistemas tenham dimensao finita, na hora
de aplicar um critério particular como o de transposicao parcial as coisas mudam
quando lidamos com sistemas de variaveis continuas. Tendo uma representacao
matricial infinita do estado, é dificil pensar em transpor a matriz simplesmente
mudando elementos de lugar, como fazemos no caso de dimensao finita.

Simon, porém, mostrou a forma de aplicar o critério de transposicao parcial neste
tipo de sistemas [36]. A chave do resultado consiste em notar que a transposigdo na
matriz densidade é equivalente a uma reflexao especular no espaco de fases, o que
pode ser visto através da definicao da funcao de Wigner:

1 [ A
W) = [ o dplo+ e dg (2:6)
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Aplicando a transposicao no estado p temos que:

L / (& — qlp |z + q) exp /" dg = / (z + alole — @) exp/" dg =
mh J_ Th J_o

[ o= dlole+ ) e g = W)
7T — 00

Aplicar a transposicao parcial num sistema bipartido de varidveis continuas se reduz,
entao, a trocar o sinal do momento de uma das partes.

Para analisar se o estado resultante é ou nao fisico, estudamos a sua matriz de
covariancia, que deve satisfazer a relacao de incerteza de Heisenberg se o estado é
fisico. Esta relacao se escreve em forma compacta:

V+ %Q >0, (2.8)

Q:(‘gg) J:(_Olé), (2.9)

e o simbolo > denota semi-definida positiva, quando aplicado a matrizes.

onde

Assim, para aplicar o critério de transposicao parcial, devemos inverter o mo-
mento de uma das partes e estudar a relagao (2.8) para o estado resultante. Se esta
é violada, o estado resultante é nao fisico, o que indica emaranhamento no estado
original. Nada podemos dizer, porém, se ela é satisfeita.

Em termos das diferentes partes da matriz de covariancia como escrita em (2.3),

a condigao necessaria para um estado ser separavel obtida por R. Simon é [36]:

2
det Adet B + <i - |detC’|) —tr(AJCJBJCTJ) > ~(det A +det B). (2.10)

1 =

Esta condicao resulta ser necesséria e suficiente para a separabilidade de estados
Gaussianos [36], o que constitui outro exemplo da particularidade destes estados dis-
cutida na segao 2.2. Por ultimo, mencionamos outro resultado provado em [36] que
nos serd util nas secoes seguintes: toda matriz de covariancia que satisfaz det C' > 0

é separavel 2.

2Uma matriz de covariancia se diz separdvel quando o estado Gaussiano que ela determina é
separavel.
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Critério de Duan et al.

Outro critério importante na literatura é o apresentado por Duan, Giedke, Cirac e
Zoller [37]. Este também da uma condigao sobre os segundos momentos que garante
a separabilidade do estado. Como no caso de Simon, o critério d4 uma condigao
suficiente e necessaria no caso de estados Gaussianos, no qual os dois critérios sao
equivalentes (o de Duan et al. requer, no entanto, que a matriz de covariancia seja

escrita numa forma particular). Em geral, ele é escrito como:
(A%q) + (A%D) > — + — (2.11)

onde

(2.12)

e 7 é um parametro de escala arbitrario (tomando o mesmo r para ambas partes
a e b). A violagdo de (2.11) para algum valor de 7 testemunha o emaranhamento
do estado. Este critério é um dos conhecidos como critérios de soma por envolver

somente somas de momentos (variancias), e nunca produtos.
Critério de Mancini et al.

Optimizando o critério de Duan et al. sobre o parametro 7, obtemos o critério apre-
sentado por Mancini, Giovannetti, Vitali e Tombesi no contexto do emaranhamento

de osciladores macroscopicos em [38]:

(A0)(A%*D) > (2.13)

1 =

Esta condicao é obtida a partir da equacdo (2.11) para o valor 7 = 1. Este critério
escapa aos critérios de soma ja mencionados, por envolver produtos de variancias.
A nao-linearidade envolvida nele faz com que seja mais eficiente para a deteccao de

emaranhamento de estados nao-Gaussianos do que o critério de Duan et al.
Critério de Hyllus-Eisert

Mencionamos por tltimo os resultados de Hyllus e Eisert apresentados em [39], que

mostram como todos os critérios de soma envolvendo momentos de segunda ordem
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podem ser obtidos através de um programa semi-definido positivo, uma técnica
iterativa que pode ser implementada eficientemente no computador. Neste trabalho,
sao também discutidas as vantagens de incluir nao-linearidades nos critérios, como
no caso daquele de Mancini et al., perdendo no entanto a eficiéncia na hora da

implementacao numérica.

2.3.3 Critério de Shchukin-Vogel

Todos os critérios discutidos na secao 2.3.2 envolvem s6 momentos de segunda or-
dem, ou a matriz de covariancia do estado. No caso de estados Gaussianos, toda a
informacao deles esta contida 14, entao nao ha vantagens em considerar momentos
de ordem mais alta. Para outro tipo de estados, porém, critérios de emaranhamento
mais sensiveis podem ser obtidos ao utilizar momentos maiores. Um exemplo disto, e
o que usaremos neste capitulo, é a hierarquia de condi¢oes apresentada por Shchukin
e Vogel em [40].

Para enunciar o critério construimos primeiro uma matriz de momentos M com

elementos:

Mm- _ <qua GPa dia &la I;le Bkb [;pr [;(Jb>7 (214)

onde, como antes, @ e a' sao os operadores de aniquilacio e criacao para o primeiro
modo (elevados a diferentes poténcias), e be bt sio os operadores correspondentes
para o segundo modo. Os expoentes k = (k,, k) e 1 = (l4,1,) correspondem ao
indice de linhas k enquanto que p = (pa,p) € @ = (qa, @) correspondem ao indice
de colunas 7 de acordo com um ordenamento arbitrario que nao vai nos interessar
aqui [40].

O critério de Shchukin-Vogel estabelece que um estado tem transposta parcial
positiva (é PPT) se e s6 se todos os menores principais de M s@o positivos. Lem-
bramos que os menores de uma matriz sao os determinantes de todas as possiveis
sub-matrizes, enquanto que os menores principais sao os determinantes das sub-
matrizes obtidas a partir da matriz original pegando quaisquer linhas e colunas,
sempre que se peguem tanto a linha como a coluna para um dado indice [41]. Estes
menores (que sdo portanto determinantes de matrizes quadradas) sdo os relevantes

para o critério.
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Obtém-se entao uma hierarquia de determinantes: ao pegar mais e mais linhas
e colunas da matriz obtemos menores de cada vez mais alta ordem. Lembrando que
a transposta parcial negativa implica emaranhamento, como vimos na segao 2.3.1,
basta com que um s6 destes determinantes seja negativo para garantir que o es-
tado é emaranhado. Pelo contréario, ainda que conseguissemos testar os infinitos
determinantes e ver que eles sao positivos, isto s6 garantiria a positividade da trans-
posta parcial, que como vimos, s6 é sinonimo de separabilidade no caso de estados
Gaussianos.

Como ilustragao, apresentamos a forma da matriz M até momentos de segunda

ordem:

(@) (@) @ ()
() (ata) (a'?) (aldh) (a'd)

My=| (a) (a®) (aal) (ab") (ab) |- (2.15)
(b) (ab) (a'0) (blb)  (P%)

(0f) (abf) (atdf) (%) (bb)
Muitos dos critérios de segunda ordem existentes, incluindo alguns dos apresentados
na secao 2.3.2; surgem como combinagao de menores de M,. Por exemplo, o critério
de Simon (2.10) é simplesmente det My > 0 (usando a defini¢ao de quadraturas dada
em (2.1) e a definigao andloga para o modo b) [40].

A versao multipartite deste critério foi apresentada em [42]. Quando lidamos
com muitas partes, devemos analisar a positividade da transposicao parcial para as
diferentes biparti¢oes do sistema. Afirmamos em geral que um estado tem trans-
posta parcial positiva quando ele tem transposta parcial positiva segundo todas as
biparticoes possiveis.

Rotulamos com I o conjunto das partes que escolhemos transpor, o que define
também a biparticao correspondente. Construimos entao para cada biparticao uma

matriz de momentos M’ cujos elementos vém dados pelos valores médios (utilizando
o

7

para os operadores para evitar confusao):

ATai Api ATk Al ATl nki ATPi AGi
= (et Tl aberer ). 210

el iel
onde k = (kq,...,k,) el = (l1,...,1,) correspondem ao indice de linhas k e p =
(p1,---spn)eq=(q1,---,qn) ao de colunas 7. Mais uma vez, nao nos interessaremos

pela ordem especifica. I denota o complemento de I, ou seja o conjunto de partes que
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escolhemos nao transpor. Enfatizamos que, para indices de linha e coluna fixos, a
ordem dos operadores que entram no elemento de matriz correspondente dependera
da biparti¢ao I. No caso de duas particulas em que I = {a}, identificando égﬂ com
i e &1 com b, recuperamos os elementos dados em (2.14).

O critério de Shchukin-Vogel multipartite nos diz, entao, que para um estado ter
transposta parcial positiva de acordo com a biparticao I, todos os menores principais
de M! devem ser nao negativos. Portanto, para um estado ter transposta parcial
positiva de acordo com todas as biparti¢oes, todos os menores principais de todas
as matrizes M! devem ser nao negativos para todas as biparticoes nao triviais. Por
biparticoes nao triviais entendemos que excluimos tanto I = () quanto I = N, o
conjunto completo, ja que elas correspondem a nao transpor ou transpor todas as
partes, o que é equivalente. Nestes casos, o critério fala da positividade do préprio
estado, ao invés da positividade da sua transposta parcial.

Faremos uso da versao multipartite do critério de Shchukin-Vogel no capitulo 5.
No presente capitulo, no entanto, nos interessaremos apenas pelo caso de duas partes
discutido anteriormente. Em particular, utilizaremos o menor:

1 (ab')
ol

(atb) (afabtb) | (2.17)

Dpo =

que contém momentos de até quarta ordem. Todo estado separavel satisfaz Dyo >
0. Em termos das quadraturas (2.1) para o modo a e analogamente para o modo b,
o critério é:
.. o . 1 A
L1 (A% (Zaiy)) + (A%(Fap)) + (A% (Paitn)) + — (A% (Dabn))+

(Pa) + (05)

(2.18)

2(&apo) (Padv) — 2(Tadn) (Pabe) — 7 ((E5) + (27)) — >0,

onde (A?(w)) = (w?) — (w)? é a variancia do operador arbitrario .

2.4 Emaranhamento nao-Gaussiano genuino

Como discutimos na secao 2.2, os estados Gaussianos oferecem uma conveniéncia
unica tanto do ponto de vista tedrico quanto experimental em certos sistemas. A
sua simplicidade permite um tratamento matematico vantajoso, e, como discutimos,

permitiu a obtencao de varios resultados no contexto de varidveis continuas.
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No entanto, e justamente pela sua complexidade, a nao-Gaussianidade (tanto de
estados como de operagoes) oferece possibilidades muito promissoras para o proces-
samento de informacao. Sabemos que ela é um requisito essencial para a computagao
quantica universal [43] e destilagao de emaranhamento [44, 45], e que pode melhorar
a realizagao de tarefas como o teletransporte quantico [46] ou clonagem [47]. Mais
ainda, a verificacao da nao-localidade quantica através da violacao de desigualdades
de Bell requer, no caso de variaveis continuas, nao-Gaussianidade nos estados ou nas
operagoes [32]. Estes resultados levaram a considerar a nao-Gaussianidade como um
recurso que pode ser quantificado [33].

Todos os critérios de emaranhamento de segunda ordem, porém, lidam somente
com emaranhamento do tipo Gaussiano, isto é, aquele que é contido na matriz de
covariancia. O resultado central deste capitulo é a observagao experimental de ema-
ranhamento nao-Gaussiano genuino, isto é, emaranhamento contido além da parte
Gaussiana do estado. Com este objetivo, propomos e posteriormente geramos expe-
rimentalmente estados nao-Gaussianos nao somente emaranhados, mas cujo emara-
nhamento s6 é detectado por critérios de alta ordem, dado que possuem matrizes de
covariancia separaveis.

Um estado deste tipo é aquele dado pela funcao de onda:
U(zy,x_) = Nxyexp(—a7 /4s) exp(—x? J4t7), (2.19)

onde x4 = (z, + 3)/2 sdo as coordenadas relativas soma e diferenca dos modos a
e b, s e t sao larguras variaveis, e N é uma constante de normalizacao. ¥ é com-
posta de uma fungao de Hermite-Gauss de primeira ordem de x,, multiplicada por
uma funcdo Gaussiana de z_ (ou Hermite-Gaussiana de ordem 0). O emaranha-
mento deste estado é detectado pelo critério de alta ordem (2.18) com r = 1 para
0.63 < s/t < 1.58. A escolha r = 1 é feita somente para termos uma nogao da regiao
de parametros na qual o emaranhamento do estado pode ser detectado. Enfatiza-
mos, contudo, que qualquer escolha deste parametro que resulte numa violacao da
desigualdade ¢ igualmente vélida.

Para mostrar que o estado (2.19) nao possui emaranhamento Gaussiano, devemos

simplesmente confirmar que a sua matriz de covariancia é separavel. Isto, como foi
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mencionado na segao 2.3.2, é garantido sempre que det C' > 0 [36]. Em termos das

quadraturas, temos:
<Aj:aAi'b> <AﬁaAﬁb> - <A:i‘aAﬁb> <AﬁaAi‘b> > O, (220)

onde Aw = w — (). Assim, verificamos que o estado (2.19) ndo possui emaranha-
mento Gaussiano sempre que 0.57 < s/t < 1.73.

Combinando as duas condi¢oes, obtemos finalmente a regiao de parametros
para detectar o emaranhamento nao-Gaussiano genuino do estado (2.19): com
0.63 < s/t < 1.58 nenhum critério de segunda ordem detecta o seu emaranha-
mento, enquanto que o critério de alta ordem (2.18) sim o faz. Desejamos, portanto,

gerar no laboratério um estado que seja bem descrito pela fun¢ao de onda (2.19).

2.5 Montagem experimental

A montagem experimental é ilustrada na figura 2.1. Um laser de He-Cd de 441.6
nm de comprimento de onda bombeia um cristal BBO tipo II de 1 ¢m de espes-
sura, gerando pares de fétons emaranhados através da conversao paramétrica des-
cendente espontanea (SPDC pelas siglas em inglés Spontaneous Parametric Down-
Conversion) nao colinear. Uma carateristica chave do processo de SPDC é que as
propriedades espaciais transversais do laser de bombeamento sao transferidas ao es-
tado dos dois f6tons a saida do cristal por conservagao de momento angular [48].

Este estado pode ser descrito por:

) = / / Apadpv(Pa + 5V (Pa — 20)\Pa) D8), (2.21)

onde p, e p, sao os vetores de onda transversais dos fétons convertidos signal e idler,
v(p) é a fungdo de espectro angular, que descreve o campo de bombeamento em
coordenadas do vetor de onda. A funcao v é a funcao de casamento de fase, que
¢ dada, para feixes degenerados e aproximadamente monocromaticos, por v(p)
4K sin(Lp?*/4K)/Lp*, com K o ntmero de onda do feixe de bombeamento e L o
comprimento do cristal nao-linear.

Nas condigoes mais gerais, o laser de bombeamento é bem descrito por uma

funcao Gaussiana. Embora a funcao v nao seja Gaussiana, em geral ela é muito
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Figura 2.1: Montagem experimental para a observagao de emaranhamento nao-

Gaussiano genuino.
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mais larga do que a fungao v (100 vezes tipicamente), pelo que pode ser aproximada
por uma constante. Obtém-se assim um estado de dois fétons com muito squeezing,
apresentando uma grande anticorrelacao de momento. Neste caso, o emaranhamento
é Gaussiano, e pode ser identificado com critérios de segundos momentos como os

discutidos anteriormente [49, 50].

2.5.1 Geracao do estado nao-Gaussiano

Para produzir um estado nao-Gaussiano com emaranhamento nao-Gaussiano genuino,
primeiro preparamos o laser de bombeamento num modo Hermite-Gauss. Isto é
conseguido colocando-se uma lamina fina de microscépio (125 pm de espessura) na
frente da metade do feixe, e inclinando-a de forma a introduzir uma fase relativa
de 7 entre as metades superior e inferior do perfil. Apds a propagacao livre por
aproximadamente 1 m e a filtragem espacial mediante uma abertura pequena (2
mm de largura), o feixe de bombeamento é aproximadamente descrito por um modo
de Hermite-Gauss de primeira ordem.

Para ter emaranhamento nao-Gaussiano genuino as larguras das funcoes v e v
devem ser proximas, o que requer L/4K ~ w, onde w é a cintura do feixe de bombe-
amento. Isto é conseguido usando-se um cristal BBO longo (1 cm de comprimento) e
focando o feixe de bombeamento no centro do cristal usando uma lente cilindrica de
33 mm de distancia focal. Dado que trabalhamos somente numa dimensao espacial,
o uso da lente cilindrica garante uma menor divergéncia na dimensao transversal,
0 que nos proporciona uma contagem de fétons maior do que usando uma lente
esférica. Nestas condigoes, garantimos que as fungoes v e v tenham larguras simila-
res, o que resulta em emaranhamento que nao é evidente nos momentos de segunda
ordem, como vimos nas condigdes obtidas para a razao s/t.

O que resta para produzir o estado alvo, descrito pela equagao (2.19), é adequar
a funcao v para que ela seja bem descrita por uma funcao Gaussiana. Isto é feito
através da filtragem espacial dos fétons convertidos. Usando uma lente f de 100
mm de distancia focal para cada féton, a transformada de Fourier do estado de
dois fotons (2.21) é produzida num plano intermedidrio, no qual colocamos duas

aberturas de perfil de transmissao Gaussiano G. Estas foram produzidas imprimindo
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uma distribuicao de densidade Gaussiana num filme transparente. O papel delas é
reduzir as caudas da fungao sin(Lp®/4K)/Lp?, condi¢ao necesséria para a violagao
da condicgao (2.18). Aberturas com perfil Gaussiano de largura ¢ = 0.3 mm numa
dimensao resultaram adequadas.

Assim, a funcao de onda apds as aberturas é dada por:
U(2q, 2p) (T + 23) €xp [—07 (20 + 25)* — 02 (20 — )], (2.22)

onde x, e x, sao as coordenadas de posicao transversal no plano das aberturas.
Identificando ¢4 com 1/2s e 6_ com 1/2t, a fungao de onda dos dois fétons logo
apés as aberturas (2.22) é igual a dada na equagao (2.19). Os operadores Z e p
correspondem, entao, as medidas de posicao e vetor de onda transversal no plano

apés as aberturas, respectivamente.

2.5.2 Medicoes de posicao e vetor de onda

As medidas de Z sao realizadas formando-se a imagem do plano de saida da fonte
no plano de deteccao de cada detector, usando duas lentes confocais com distancias
focais f; = 150 mm e f; = 50 mm. A imagem ¢é formada com um fator de magni-
ficagao de fo/f1 = 1/3. De forma similar, as medidas de vetor de onda p sao feitas
através da projecao da transformada de Fourier do campo no plano de saida sobre
o plano de deteccao. Isto é feito com uma lente de distancia focal f3 = 250 mm
posicionada a 250 mm do plano de deteccao. Como o plano focal da lente coincide
com o plano de deteccao, a distribuicao de campo neste plano é igual a transformada
de Fourier da distribuicao do campo no plano de saida, a menos de uma fase irrele-
vante. A posicao transversal de deteccao é convertida em unidades de vetor de onda
multiplicando-a pelo fator 27/ f3\, onde A = 884 nm é o comprimento de onda cen-
tral dos fotons convertidos. Todas as lentes foram montadas em bases magnéticas, o
que permitiu passar de uma medicao a outra simplesmente intercambiando as placas
que seguram as lentes. Os detectores estavam equipados com filtros de interferéncia
de 10 nm de largura FWHM (Full Width at Half Mazimum). O perfil espacial foi
medido movendo-se gradativamente cada detector na direcao vertical, resultando em

grades bidimensionais de medidas de aproximadamente 25 x 25 pontos. A resolugao
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espacial foi determinada pelas aberturas de detecgao, de 20 pm para as medidas de
2 e 50 pm para as de p. Para cada ponto da grade, as contagens detectadas em coin-
cidéncia nos dois detectores correspondem a densidade de probabilidade conjunta
nesse ponto. Foram medidas quatro distribuigoes de probabilidade, correspondendo
as diferentes combinacoes de medida de z, e p, para o primeiro modo e I} e p, para

o segundo.

2.6 Resultados

Como foi descrito na secao 2.5, medimos as quatro distribuigoes de probabilidade
conjunta P(zq,xp), P(Za, D), P(Pa,xs) € P(pa,py) varrendo-se o plano de detecgao
com os dois detectores e contando coincidéncias. Na figura 2.2 apresentamos estas
medidas, juntamente com o calculo tedrico obtido a partir do estado (2.19).

J& que as medidas das distribuicoes de probabilidade conjunta foram realizadas
sobre uma grade bidimensional discreta, os diferentes momentos sao obtidos através

da soma sobre todos os pontos das distribuigoes P(w,, wp):
(piy") = wiwph P(wag, wye), (2.23)

onde w, e w;, sao medidas nos fétons a e b. Com estas medidas, podemos entao
testar os critérios de segunda e mais alta ordem dados pelas equagoes (2.20) e (2.18),
respectivamente.

A figura 2.3 mostra o grafico do lado esquerdo da desigualdade (2.18) obtida dos
nossos dados experimentais como funcao do parametro de escala arbitrario r. A
regiao cinza corresponde a incerteza experimental, estimada a partir da propagagao
do erro estatistico Poissoniano das contagens de fétons, assim como da resolugao
espacial fixada pelo tamanho finito das aberturas nos detectores.

O gréfico mostra que o estado dos dois f6tons viola o critério (2.18) no intervalo
0.27 < r < 0.69. O valor minimo achado é —1.0 £ 0.2 para r ~ 0.48, o que mostra
uma clara violacao do critério de separabilidade de Shchukin-Vogel.

O fato de que o critério (2.18) nao seja violado para r = 1 como na previsao
tedrica (a curva da figura 2.3 é sempre positiva para r 2 0.7) testemunha uma

imperfeicao na descricao do estado produzido experimentalmente. De fato, os valores
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Figura 2.2: Contagens de coincidéncias correspondentes as distribuigoes de proba-

bilidade conjunta: a) P(z,, ), b) P(z4,pa) ¢) P(pa,xs), d) P(pPa,Db)-

Nos quadros menores, sao apresentadas as distribuicoes tedricas corres-
pondentes.
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Figura 2.3: Violagao experimental do critério de alta ordem (2.18) como funcao do
fator de escala arbitrario r.

medidos para as larguras, de aproximadamente s ~ 0.566 mm e ¢t ~ 0.240 mm, nos
dao uma razao aproximada de s/t ~ 2.39, que encontra-se fora da regiao desejada.
No entanto, para demonstrar emaranhamento nao-Gaussiano genuino, basta que o
estado viole o critério de alta ordem para algum valor de r, e possua ao mesmo
tempo uma matriz de covariancia separdvel.

Para verificar entdao que o emaranhamento é, de fato, nao-Gaussiano, avaliamos
a condicao de separabilidade (2.20) e obtivemos 0.39 # 0.05, independentemente do
parametro r, o que indica que todo o emaranhamento contido no estado é originado

no seu carater nao-Gaussiano.

2.7 Outros resultados

A montagem experimental descrita na secao 2.5 se mostra proveitosa para outras
aplicacoes, além da observacao do emaranhamento nao-Gaussiano ja descrita. Men-

cionamos aqui sucintamente duas destas aplicacoes, que ja foram realizadas.

2.7.1 Observacao de um vortice optico nao-local

Dada a conservacao de momento angular no processo de conversao paramétrica

descendente ja discutida, o perfil do feixe de bombeamento é transmitido aos fotons
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convertidos. Usando o perfil Hermite-Gauss de primeira ordem gerado com a lamina
de vidro como foi descrito na secao 2.5.1, observamos um voértice na distribuigao
de probabilidade conjunta num corte nao-local do espaco de fases. Por nao-local
entendemos que uma das coordenadas corresponde ao féton a e a outra ao féton b.

O vortice se manifesta como um anel neste corte do espaco de fases, anulando-
se na origem, onde existe uma singularidade de fase. Para comprovar a existéncia
desta singularidade, realizamos experiéncias de interferéncia fixando um dos detec-
tores enquanto varremos o outro para duas posigoes diferentes do primeiro detector.
Assim, em presenca da singularidade, as franjas de interferéncia se deslocam segundo
a posicao do primeiro detector, o que nao ocorre se nao ha singularidade, como no
caso de bombeamento Gaussiano. Uma discussao mais profunda destes resultados

pode ser achada em [51].

2.7.2 Medicao da matriz de covariancia completa

Outro resultado conseguido usando uma montagem similar a descrita na secao 2.5
foi a determinacao da matriz de covariancia completa de um estado quantico. Para
observar emaranhamento nao-Gaussiano genuino s6 precisamos determinar um setor
da matriz, o C' na equacao (2.3), mais momentos de mais alta ordem para o critério
de Shchukin-Vogel. Assim, as partes locais A e B da matriz nao foram medidas
nessa experiencia.

A medida destes elementos restantes foi realizada posteriormente. Os elementos
diagonais, que correspondem a variancias das medidas de posi¢ao e vetor de onda de
cada foton, sao medidos de igual forma que os anteriores, e nao requerem tratamento
especial. No entanto, existem dois elementos da matriz (os de fora da diagonal das
submatrizes A e B), que envolvem covariancias de posicao e vetor de onda do mesmo
foton, o que a principio requer a medida simultanea de posicao e vetor de onda
num féton s6. Como sabemos que isto é impossivel de conseguir dada a relacao de
incerteza de Heisenberg, utilizamos um recurso auxiliar: a transformada de Fourier
fracional. Realizando medidas em bases “intermediarias” entre & e p, conseguimos
determinar estes elementos. A explicacao detalhada desta técnica, junto com os

resultados experimentais obtidos encontra-se em preparagao.
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Capitulo 3

Dinamica do Emaranhamento e
dos Subsistemas

Comecamos o estudo da dinamica do emaranhamento quantico discutindo a sua
evolugao em sistemas abertos juntamente com as dinamicas individuais das com-
ponentes do sistema, analisadas através das suas relagoes de complementaridade.
Os resultados apresentados neste capitulo fazem parte de um programa de imple-
mentacao de sistemas quanticos abertos usando dptica linear e incluem a primeira
observacao experimental do fenomeno de morte siubita do emaranhamento. Os re-
sultados foram obtidos em colaboracao com Fernando de Melo, Malena Hor-Meyll,
Marcelo Almeida, Stephen Walborn, Paulo Henrique Souto Ribeiro e Luiz Davido-
vich, e foram publicados em [52, 53]. Os resultados relacionados com a observagao da
morte subita do emaranhamento publicados em [52] foram anteriormente discutidos

nas teses de doutorado de Fernando de Melo e Malena Hor-Meyll.

3.1 Sistemas quanticos abertos

Se desejamos considerar o emaranhamento como recurso para a computagao quantica,
devemos estudar seu comportamento em condigoes realistas. Por mais que se tente
isolar um sistema, existe sempre a acao do ambiente, que pode ter um efeito pre-
judicial sobre ele. Existem, no entanto, formalismos para lidar com sistemas em
contato com o meio ambiente, e assim tratar o que chamamos de sistemas quanticos
abertos, nos quais a evolucao deixa de ser unitaria.

Um sistema (.9) interagindo com um ambiente (E) é descrito pela Hamiltoniana
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(omitimos agora o uso do chapéu para os operadores para evitar sobrecarregar a
notagao):

H=Hs®1+1® Hg + A\Vsg, (3.1)

onde Hg e Hg sao as Hamiltonianas do sistema e ambiente, respectivamente, e Vg
é o termo de acoplamento entre eles, com constante de acoplamento A (no limite de
acoplamento fraco temos A\ < 1).

Na optica quantica, a forma tradicional de lidar com sistemas abertos acopla-
dos fracamente com ambientes de muitos graus de liberdade é através de equacoes

mestras [54, 55]. A equagdo de movimento para o estado pg do sistema é dada por:

. 7
ps = —ﬁtTE[H, psEel, (3.2)

onde pgg é a matriz densidade do sistema mais ambiente (S+ F). Na abordagem das
equacoes mestras, esta equacao é aproximada em primeira ordem de teoria de per-
turbagoes, com as hipéGteses adicionais de dinamica Markoviana (falta de meméria)
e sistema e ambiente inicialmente descorrelacionados. A expressao anterior pode
entao ser escrita como uma soma de uma contribuicao unitaria mais um termo nao
unitario, que depende somente de operadores agindo no sistema S, e é dada pela

seguinte expressao:
A=Y (pSELEk 4Ll Lps — 2£k,05££> , (3.3)
k

onde o superindice NU significa nao unitario, e £, sao os chamados operadores de
Lindblad. Para um tratamento exaustivo destes temas, consultar [56, 57].

A investigacao experimental da dinamica de sistemas abertos, porém, pode ser
simplificada adotando-se um formalismo alternativo, baseado na representacao de
Kraus [58], e especialmente 1itil no caso de poucos graus de liberdade do banho.

Sintetizamos a seguir os ingredientes principais desta abordagem.

3.1.1 Operadores de Kraus

Como sugere a equacao (3.2), a evolugao de um sistema acoplado com o meio ambi-
ente sempre pode ser expressa como uma dinamica unitaria num sistema de maior

dimensao. A figura 3.1 ilustra esta idéia.
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ps —— ——— $(ps)

ps

0—1

a) b)

Figura 3.1: Dinamica unitaria: a) Sistema fechado sob evolucao unitaria. b) Sistema
aberto, a dinamica descrita pelo canal $ pode ser pensada como uma
evolucao unitaria Usg num sistema estendido.

Comecando com sistemas descorrelacionados, a evolucao total pode ser escrita

CO1mo:

Use(ps ® |0) 5(0))Ulp ; (3.4)

onde Ugp é o operador de evolugao de S + E, e |0)g, sem perda de generalidade,
representa o estado inicial do ambiente. Se desejamos nos focar somente na evolugao
do sistema .S, tomamos o traco sobre os graus de liberdade do ambiente. A evolugao

efetiva, nao necessariamente unitaria, é entao dada por:

S(ps) = treUsu(ps @ |0) e 5(0)ULp] = D o{ulUssl0)mps s(0lULpln)e s (3.5)

o
onde {|u)} forma uma base ortonormal de E| e o superoperador $ descreve a evolucao
do sistema S. O nome de superoperador vem dado por $ agir sobre um outro
operador, e é também comumente chamado de canal quantico, analogamente a teoria
de comunicagao cléssica [59].

Finalmente, esta evolucao pode ser expressa somente em termos de operadores

agindo em S na seguinte forma:
$(ps) = Y MypsM], (3.6)
o

onde os operadores

M, = 5{u|Usk|0) & (3.7)

sao os chamados operadores de Kraus [58, 60, 61].
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A propriedade ) MlM# = 1 garante que tr[$(ps)] = 1, o que faz com que
a operacao $ preserve o trago. Mais ainda, a evolucao dada pela equagao (3.6)
preserva o carater semi-definido positivo de pg, o que significa que $(pg) também é
um operador densidade. E importante notar que os operadores de Kraus nao estao
univocamente definidos: tomar o traco na equagao (3.5) em diferentes bases leva
a conjuntos diferentes de operadores, resultando em diferentes decomposicoes da
matriz densidade final.

Existem no méximo d? operadores de Kraus independentes [59, 62], onde d é
a dimensdo de S. Junto com a equagao (3.7), esta propriedade implica que, se
{|#i)} é uma base do espago correspondente a S, entao a evolu¢ao dinamica de S,
correspondente aos operadores de Kraus {M,}, =0, ...,d* —1, pode ser derivada

a partir de uma evolucao unitaria de S + E dada pelo mapa:

[01)[0)  — Mo|¢1)|0) 4 - - + Map_1[¢r)|d* — 1) ;
[02)[0)  — Mo|¢2)|0) 4 - - - + Map_1[¢o)|d* — 1) ;

: : (3.8)
[¢a)|0) —  Mo|¢a)|0) + - -+ Mge_y|¢a)|d® — 1) ,

onde, como antes, os operadores M; agem s6 em S. Esta representacao é usada para
guiar as nossas experiéncias.

Se o ambiente possui muitos graus de liberdade (tal que ele pode ser considerado
como um reservatério), entao sob as hipéteses de markovicidade e diferenciabilidade,
a equagao (3.6) nos dd uma equagao mestra [61]. No entanto, isto é menos geral
que a abordagem de Kraus, que resulta aplicavel ainda que o ambiente tenha um

nimero pequeno de graus de liberdade.

3.1.2 Ambientes locais e globais

Se o sistema S é composto de N subsistemas S; , ... , Sy, devemos distinguir entre
duas classes de ambiente.

i) Canais globais: neste caso, todos os subsistemas estdo embebidos no mesmo
ambiente, e podem ainda se comunicar através dele. Estes canais realizam dinamicas
nao-locais, e podem, em principio, aumentar o emaranhamento entre os subsistemas.

ii) Canais locais: cada subsistema interage com seu préprio ambiente, e nao

existe comunicacao. A evolugao total pode ser escrita como Ug,p, ® -+ @ Ugy gy, €
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a equagao (3.6) ¢ substituida por:
S(ps) = M@ @ MYpsMT @ @MY (3.9)
L.V
Esta operacao ¢é claramente local, e portanto nao pode aumentar o emaranhamento

entre os subsistemas. Quando os canais de todos os subsistemas sao idénticos,

podemos escrever em termos de superoperadores:

S(p) =080 - Ep) (3.10)

onde utilizamos £ para denotar os canais individuais.
Evidentemente, para sistemas com N > 2, dinamicas mistas sao também possiveis,

isto é, alguns subsistemas podem possuir ambientes comuns.

3.1.3 Monitorando o ambiente

Ao invés de acompanhar diretamente a dinamica de um sistema, é possivel inferi-la
monitorando o seu ambiente. Por exemplo, ao detectar um féton emitido por um
atomo de dois niveis, sabemos com certeza que o atomo encontra-se no seu estado

fundamental. Este esquema ¢ ilustrado na figura 3.2.

Mz’psMJ
Di

0) &

PSs

Figura 3.2: Monitoramento do ambiente.

O formalismo apresentado deve ser adaptado para incluir o monitoramento do

ambiente. Ao invés de tragar sobre o ambiente, realizamos uma medida no mesmo.
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Se a saida ¢ é obtida, o estado do sistema S evolui para:
Pg) = MP—SMJ, (3.11)
Di
onde p; = tr[MipsM;] ¢é a probabilidade de obter a saida i. Notamos que, se o
estado pg € inicialmente puro, continuara puro apés a medida sobre o ambiente.
Esta aplicagao de um tnico operador de Kraus ao estado ¢ usualmente chamada
de operagao de filtragem [59]. Uma seqiiéncia de evolugoes e medidas sucessivas

define uma trajetéria quantica para o estado do sistema—cada medida do ambiente

representa um salto quantico [56].

3.1.4 Canais quanticos

Até este ponto, lidamos com a dinamica de sistemas abertos desde um ponto de vista
bastante geral. A partir daqui nos focaremos em sistemas compostos de qubits, que
sao representantes gerais de muitos sistemas fisicos de interesse para o processamento
de informacao quantica. Consideraremos também somente ambientes locais. Esta é
a situacao para dois atomos decaindo radiativamente, separados por uma distancia
muito maior que o comprimento de onda da radiagao emitida. Descrevemos agora

alguns dos canais usuais para qubits.
Despolarizacao

O canal de despolarizacao (que denotamos com a letra D) descreve a situagao na qual
o ambiente destréi a informacao no estado de um qubit isotropicamente, levando-
o para o estado maximamente misto 1/2. A quantidade carateristica usada para
descrever a dinamica é a probabilidade p de encontrar o estado completamente
despolarizado. O estado inicial do qubit p; evolui para Ep(p;) = pi(1 — p) + 1p/2,
onde utilizamos a notacao £ para os canais de qubits individuais.

A representacao de Kraus correspondente permite escrever o canal de uma forma

conveniente em termos de matrizes de Pauli
3

Enlpi) =Y 505pi0; (3.12)

J=0
onde s = 1 —3p/4, s1 = s = s3 = p/4, 09 = 1 e 01, 09 € 03 sdo os operadores

de Pauli, ja definidos na equacao (1.5) de forma geral para sistemas de mais niveis.
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Subindices numéricos ao invés de letras sao usados agora, com as correspondéncias

1l x, 2 yed+« 2z 0que nos fornece uma notacao condensada.
Defasagem

O segundo canal considerado é o de defasagem, denotado por PD. Representa a
situacao na qual a coeréncia quantica se perde sem troca de excitacao entre o sistema
e o ambiente, e descreve por exemplo o acoplamento de um sistema de dois niveis cuja
diferenca de energia muda no tempo, como no caso dos niveis hiperfinos atémicos
sob a influéncia um campo magnético flutuante. Se p é a probabilidade de perda de

fase total, a sua representacao de Kraus é

Evn(ps) = (1 = p)ps + p(10) 010) (0] + [1){1|pil 1)1 (3.13)

com operadores de Kraus

My=11—p, M =|0)0|\/p, M, =|1){1]\/p. (3.14)

Aqui, |0) e [1) sdo os autoestados do operador o, com autovalores 1 e —1, respecti-
vamente, e formam a base computacional do qubit.

Equivalentemente, mediante uma reparametrizacao de p, podemos escrever o
canal usando somente dois operadores de Kraus escritos na base computacional

COo1mo

~ 1 0 ~ 0 0
My = - M, = - 1
0 < 0 m > ) 1 < 0 \/]—) > ) (3 5)
onde p e p estao relacionados através de p =1 — /1 — p.
Esta forma se mostrard 1til para as experiéncias, nas quais utilizaremos um

sistema de dois niveis para implementar o ambiente. O mapa resultante a partir

destes operadores é
10)510)e — 10)s]0) ,

(3.16)
11)510) e — /1= pl1)s|0)& + /BI1)s|1) -
Banho térmico

No caso do ambiente térmico, denotado por T, os estados base |0) e |1) do qubit

funcionam como estado fundamental e excitado, respectivamente, e o sistema pode
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trocar excitagoes com o ambiente. Os operadores de Kraus sao

1
Ko = ﬂ/”i (|0 (O] + |1)(1]/T = )

+
K, = 0)(1
1=\ 37 UV,

K2 = /5 (100 T=p+ 1)

e K= /51O,

onde n denota a excitacao média dos modos do banho.

(3.17)

Para temperatura zero, n = 0, os operadores de Kraus reduzem-se a

I~(0:<(1)\/10Tp>, f?lz(g\{f_’), (3.18)

e o canal se reduz ao de decaimento de amplitude, descrito pelo mapa
0)s10) e — [0)s]0)

[1)s10)e — V1 —p[1)s]0)e + v/pl0)s| 1)k

Com probabilidade p, o sistema perde uma excitagao, transferindo-a para o banho,

(3.19)

como pode se ver no ultimo termo da segunda linha da equagao (3.19). Notamos a
diferenca com o mapa de defasagem dado pela equacao (3.16), no qual o ambiente
ganha uma excitacao sem mudar o estado excitado do sistema.

Notamos que todos estes canais podem ser usados para descrever diversas dinamicas,
dependendo de como se associe o parametro p ao tempo t. Por exemplo, no caso do
banho térmico a temperatura zero, podemos usar o mapa para modelar o efeito de
emissao espontanea de um atomo em contato com o campo eletromagnético simples-
mente tomando p =1 — €%, onde v é a taxa de decaimento do d4tomo. No entanto,
o mesmo mapa pode ser usado para descrever as oscilacoes de Rabi de um atomo de
dois niveis acoplado com um modo de uma cavidade, tomando p = sin®(2¢/2), com
) a freqiiéncia de Rabi do vacuo. Este fato ilustra o carater geral da abordagem
dos operadores de Kraus, que nos permite tratar varias dinamicas de uma vez so,

diferentemente das equacoes mestras.
Troca de bit e fase

Em computacao classica, o iinico erro que pode acontecer ¢ a troca de bit 0 <» 1. Em

computacao quantica, no entanto, a possibilidade de ter superposicoes traz consigo
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outros tipos de erros, o de troca de fase e de troca conjunta de bit e fase. O primeiro
muda a fase do estado, enquanto o segundo combina trocas de bit e fase.

O conjunto de operadores de Kraus para cada um destes canais é dado por

No=+/1-p/21, Ni=+/p/20;; (3.20)

onde 7 = 1 nos da a troca de bit usual, 7 = 3 corresponde a troca de fase, e i = 2
a troca conjunta de bit e fase. Os mapas correspondentes podem ser interpreta-
dos simplesmente como apresentando uma probabilidade 1 — p/2 de permanecer no
mesmo estado e uma probabilidade p/2 de ter um erro. O fator 2 na equacgao (3.20)
garante que para p = 1 temos igual probabilidade de ocorréncia ou nao de um erro,

e portanto nenhuma informacao sobre o estado apds o canal.

3.2 Complementaridade e a dinamica do emara-
nhamento

Apoés ter introduzido as ferramentas para tratar sistemas quanticos abertos, nos
voltamos ao estudo das dinamicas do emaranhamento e dos subsistemas individuais.
Comecamos por estes ultimos, analisando as suas relagoes de complementaridade e a
sua evolugao. Elas nos permitem observar como o emaranhamento com o ambiente

perturba as propriedades individuais dos subsistemas.

3.2.1 Relagoes de complementaridade

Um qubit S num estado puro possui dois aspectos complementares, o de particula

e o de onda, o que pode ser expresso matematicamente pela relagao [63, 64]
Pi+VEi=1, (3.21)

onde P2 é a previsibilidade e V2 é a visibilidade, ambas propriedades de particula
unica. A primeira é uma medida da populacao relativa do qubit, definida como
Ps = |{0.)]. A segunda é uma medida da coeréncia e é definida como Vg = 2|(c™)],
onde o = |1)0].

Quando o qubit se emaranha com o ambiente F, seu estado vira uma mistura

estatistica. Isto significa que outro termo deve ser incluido na relagao anterior, que
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toma a forma [65]

Cip +Ps+Vi=1, (3.22)

onde Cgp 6 a concurréncia [18], que neste caso quantifica o emaranhamento entre S e
E. Como vimos no capitulo 1, existe uma relagao entre a concurréncia de um estado
puro bipartido e o estado reduzido de uma das partes dada pela equagao (1.3). Esta

relacao pode ser reescrita como:

Cse = 4/ 2[1 — tr(p3)],

onde pg é o estado reduzido do sistema.

(3.23)

Observamos a partir da equagao (3.22) que quando o emaranhamento entre sub-
sistema e ambiente aumenta, as caracteristicas de particula tinica diminuem. No
limite em que Csp = 1, a visibilidade e a previsibilidade se anulam, e o estado do
qubit torna-se uma mistura maxima.

A relagao (3.22) foi testada experimentalmente usando ressonancia magnética nu-
clear em [66]. N6s estudamos a dinamica das grandezas envolvidas nesta relagao sob
a acao de diferentes canais quanticos, demonstrando-a experimentalmente usando
6ptica linear. Partindo de um estado puro do sistema |x) = «|0) + §|1), resulta
simples computar a evolugao destas grandezas para diferentes canais. A tabela 3.1

reine as previsoes tedricas para alguns dos canais descritos na se¢ao 3.1.4.

Canal Ps(p) Vs(p) Cse(p)
Defasagem Ps(0) V1 —=pVs(0) VpVs(0)
Dec. de amp. | |1 —2(1 - p)|5[?| VI —pVs(0) 2B*v/p(1 — p)
Troca de bit (1 —p) Ps(0) (2 —p)afB* +pa*B| +/p(2—p)la®— 3
Troca de fase Ps(0) (1 —-p)Vs(0) V(2 = p)Vs(0)
Troca bit e fase (1 —p)Ps(0) (2 —=p)ap* —pa*B] +/p(2—p)|la®+ (7

Tabela 3.1: Evolugao das grandezas envolvidas na relagao de complementaridade
para o estado inicial |x) = «|0) + (|1) sob a acéo de diversos canais

3.2.2 Dinamica do emaranhamento

Sempre que o sistema S esteja composto por mais de um subsistema, qualquer
emaranhamento inicial entre os subsistemas se verd afetado pela interacao com o

ambiente. O estudo detalhado deste processo é crucial para a implementacao de
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algoritmos quanticos que requerem emaranhamento. Aqui nos focamos em dois
exemplos emblematicos da evolucao do emaranhamento: o estado de dois qubits
|p) = «|00) 4+ 5|11) sob a agao de canais de decaimento de amplitude e defasagem
locais.

Neste caso, a relacao de complementaridade nao é simples de se tratar, pois ela
envolve emaranhamento multipartido de estados mistura. No entanto, utilizamos
para estudar a dinamica grandezas similares as envolvidas naquela relagao, em par-
ticular, a visibilidade bipartida Vs, g,, a concurréncia entre os subsistemas Cg, g, € a
concurréncia Cgg entre S =51 ® S e E = F; ® E5. As definices destas grandezas
sao dadas a seguir.

A visibilidade bipartida

Vsis,(p) = 2 [([11X00])] , (3.24)

mede uma das coeréncias do estado evoluido. Notamos que, dado o estado inicial |¢)
definido acima e o fato de que os canais sao locais, esta é a Unica coeréncia relevante
a dinamica.

O estado puro inicial do sistema vira uma mistura ao entrar em contato com o
ambiente. A degradacao do emaranhamento inicial devida ao acoplamento com o

ambiente é quantificada pela concurréncia definida em [18] como
Cs,s,(p) = max{0, A}, (3.25)

onde A = v A1 — V2 — VA3 — VA4, com os \; sendo autovalores de

sy 5. (p)(oy ® Uy)pglsg (p)(oy ® 0y), (3.26)

ordenados em forma decrescente. A conjugacao complexa é feita na base compu-
tacional {]00),]01),]10),|11)}, e ps,s,(p) = $1 @ $2(|o)H|), onde $;($2) é o canal
aplicado no primeiro (segundo) qubit.

O espalhamento de informagao do estado puro inicial para o ambiente esta relaci-
onado ao emaranhamento entre S e E. A concurréncia correspondente é, de acordo

com a férmula (3.23),

Csep) = /2 [1 — tr (15, (0)] - (3.27)
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Decaimento de amplitude

Sob o efeito de dois canais de decaimento de amplitude idénticos, descritos pelos

operadores de Kraus (3.18), o estado de dois qubits |¢) evolui para o estado mistura

laf? + p?| 5 0 ) 0 (1—p)ap*
0 (1 —p)plB] 0 0
= , 3.28
& 0 0 (-ppls? 0 (5.28)
(1—pla*p 0 0 (1—p)?Bl°
onde a matriz é escrita na base computacional.
A visibilidade bipartida evolui, entao, para
Vs,5,(p) = 2(1 — p)laf]| = (1 — p)Vss,(0), (3.29)

de onde podemos ver que decai linearmente com p, se anulando somente para p = 1.

Para o emaranhamento entre os subsistemas, temos

Cs15,(p) = max{0,2(1 — p)|6[(|e| = plB])}- (3.30)

Para a mesma concurréncia inicial Cg,s,(0) = 2|af3|, aparecem dois regimes de de-
caimento. Se |a| > ||, entao Cg,s,(p) > 0 para todo p € [0,1), se anulando somente
quando p = 1, analogamente a visibilidade. No entanto, se |a| < ||, o emaranha-
mento entre S; e Sy vai a zero para pysg = |a/f|, fenomeno chamado de morte
stibita do emaranhamento [67].

Utilizando a parametrizagao (1—p) = e, isto implica num desemaranhamento
a tempo finito, embora a coeréncia s6 va a zero assintoticamente. Isto ressalta o
fato de que a coeréncia bipartida é necessaria para a existéncia de emaranhamento
mas nao é suficiente, e este ultimo resulta mais fragil frente a presenca de ruido.

A morte subita do emaranhamento requer que a populacao inicial do estado du-
plamente excitado |11) seja maior do que a do estado desexcitado |00). Isto estd
relacionado com o fato de que o estado |11) é perturbado pelo ambiente a tempe-
ratura zero, a diferenga do estado |00), que permanece insensivel a este. Portanto,
quanto maior seja a componente excitada em |¢), maior é o emaranhamento com o
ambiente, o que leva a um decaimento mais rapido de Cg,5,. De fato, o emaranha-

mento entre o sistema e o ambiente é dado por

Csr(p) = 2v2|B]v/p(1 — p)v/1 — |B2p(1 — p), (3.31)
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que aumenta com (3 e, para um valor fixo de 3, atinge o maximo para p = 1/2. Este
comportamento fica ainda mais evidente observando-se que o emaranhamento entre
cada subsistema e o seu ambiente também é proporcional a amplitude do estado

excitado:
CS1E1 (p) - CSzE2(p) = 2|B|2 V p(l - p) ) (332)

anulando-se somente parap =0e p = 1.

Estas duas “trajetorias” possiveis no espaco de estados sao esquematizadas na
figura 3.3. Para |a| < || (linha sélida), o conjunto de estados separdveis é alcangado
em pysp, € 0 estado vira separavel a um tempo finito. Para || > |G| (linha
tracejada), o estado sé fica separdvel para p = 1, quando os qubits se encontram no

estado fundamental |00).

Emaranhados

Figura 3.3: Duas trajetérias possiveis no espago de estados para o estado |¢) sob a
acao do canal de decaimento de amplitude.

Este tipo de canal age como um processo de troca de emaranhamento quando
p =1, isto é, o estado do sistema (e portanto o seu emaranhamento) é completamente

transferido para o ambiente:
(a]00) + BI11)) @ [00) & 2= 00)s © (]00) + BI11)) 5 - (3:33)
O emaranhamento entre os dois ambientes é dado por

Ci, 1, (p) = max{0, 2p|5|(Ja| — (1 = p)[B])}, (3.34)
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o que mostra que sempre que haja morte stibita do emaranhamento para o sistema de
dois qubits, também havera nascimento stibito de emaranhamento entre os ambientes
correspondentes, que pode acontecer antes, depois, ou ao mesmo tempo do que a
morte do emaranhamento entre os subsistemas, dependendo de se pysg € maior,

menor, o igual que 1/2, respectivamente.

Defasagem

No caso de dois reservatorios de defasagem iguais para os dois qubits, o estado

evoluido é dado por

af* 0 0 (1—-p)as”
0 00 0
p(p) = 0 00 0 (3.35)
(I=pla*s 0 0 |5

Para obter esta evolugao utilizamos os operadores de Kraus dados em (3.15), porém,
omitimos o uso do til no p por claridade de notacao. A visibilidade bipartida é
dada por Vs,s,(p) = 2(1 — p)laf] = (1 — p)Vs,s,(0), e tem, portanto, o mesmo
comportamento do que no caso de decaimento de amplitude.

O emaranhamento entre os subsistemas é

C5152 (p) = 2<1 - p)’()éﬁ| ) (336>

que éigual a Vs, s,(p). Estas duas grandezas, portanto, tém o mesmo comportamento
em funcao de p, se anulando sé para p = 1, o que significa que nao ha neste caso
morte stibita do emaranhamento.

O emaranhamento entre o sistema e o ambiente é dado por

Cse(p) = 2|af|/p(2 —p) , (3.37)

que atinge o méaximo, para p fixo, quando |a| = |3| = 1/v/2. Para todo « e
f o maximo de Cgp como funcao de p é atingido em p = 1, isto é, quando a
defasagem é total. No entanto, o aumento de Cgr nao resulta na morte sibita do
emaranhamento, dado que a trajetéria do estado correspondente nao atravessa a
regiao de estados separaveis, como ¢ ilustrado na figura 3.4. Neste caso, a trajetéria

permanece sempre na fronteira do conjunto de estados fisicos, ja que, para todo
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p € [0, 1], a matriz densidade nao possui posto completo. Isso significa que ela tem
pelo menos um autovalor igual a zero, e portanto existe sempre uma perturbagao
infinitesimal que faz esse autovalor se tornar negativo, levando a matriz densidade
a um estado nao fisico. O estado, portanto, sé vira separavel quando ele sofreu a
defasagem total em p = 1 e atinge finalmente a fronteira entre estados emaranhados

e separaveis.

p=20

Separaveis
Emaranhados

Figura 3.4: Trajetéria no espago de estados para o estado |¢) sob a ac¢do do canal
de defasagem.

Notamos que, diferentemente do caso de decaimento de amplitude, aqui cada
sistema nao se emaranha com o seu préprio ambiente: Cg, g, = Cg,5, = 0 para todo
p € [0,1]. Isto é carateristico do canal de defasagem, como vimos nos resultados a-
presentados na tabela 3.1, que mostram como um estado puro inicial com visibilidade
nula nao se emaranha com o ambiente.

Mais surpreendente é o fato de que, além de Cg, s,, que decresce monotonicamente
com p, todos os outros emaranhamentos bipartidos sao identicamente nulos. A
queda no emaranhamento do sistema de dois qubits é acompanhada pela criacao de
emaranhamento multipartido legitimo.

Para p = 1, fica facil ver a partir do mapa de defasagem dado na equagao (3.16)
que

(]00) + [11))5]00) 2 — a[00)5|00) + B[11)s|11)k , (3.38)
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que é um estado do tipo GHZ mencionado na introdugao, cujo emaranhamento
bipartido é nulo para qualquer particao. Aprofundaremos o estudo da dinamica do
emaranhamento deste tipo de estados no capitulo 4.

Para valores arbitrarios de p, podemos computar a concurréncia multipartida

generalizada proposta em [19]:

Cy = 21—N/2\/(2N —2) - Ztr(pg), (3.39)

onde a soma é realizada sobre todas as matrizes densidade reduzidas nao triviais do

sistema de N partes. Obtemos

65152E1E2 (p) = |Oéﬁ| V 4+ 4p - p2 (340)

que aumenta monotonicamente com p.

3.3 Montagem experimental

Nos voltamos agora a descricao do aparelho usado em nossos estudos experimentais,
baseado em geragao de pares de f6tons emaranhados por conversao paramétrica des-
cendente e a sua sucessiva manipulacao usando éptica linear. Tanto para os estudos
da dinamica de qubits individuais como para os da dinamica do emaranhamento,
utilizamos dois graus de liberdade dos fétons para efetuar a codificagao.

Os sistemas foram codificados no grau de liberdade de polarizagao dos fétons,
escolhendo as polarizagoes horizontal (|H)) e vertical (]V)) para codificar, respecti-
vamente, os estados |0) e |1). Ja os ambientes foram codificados no grau de liberdade
de momento dos fétons correspondentes. Assim, cada qubit do sistema “carrega”
seu proprio ambiente. O grau de liberdade de momento dos fétons possui dimensao
infinita, porém, por simplicidade, desejamos utilizar sistemas bidimensionais como
ambiente. Conseguimos isto reduzindo a dois os caminhos possiveis que os fétons po-
dem percorrer, um correspondendo a cada estado base do ambiente. Utilizando esta
codificacao, podemos implementar as interacoes entre sistema e ambiente realizando

operacoes em fotons tnicos, que podem ser feitas utilizando 6ptica linear.
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3.3.1 Interferometro de Sagnac

A figura 3.5 mostra o interferometro de Sagnac modificado que foi utilizado para
implementar os diversos canais discutidos na se¢ao 3.1.4. O féton incidente atravessa
um divisor de feixe polarizado (PBS), que divide as componentes de polarizagao ho-
rizontal e vertical, fazendo-as circular em sentidos opostos dentro do interferometro.
Este é alinhado de forma tal que estes dois caminhos (H e V') sejam paralelos mas
ligeiramente separados, o que nos permite introduzir elementos épticos diferentes

em cada um deles.

a) HWP (6

pr(ev)|='|:| |

PBS
0
>
Tomografia
0 1 [l I] PP(0)
HWP(6,)
b) C)
_ PBS PBS DET,
O n DET > K
WP =1 L
: HWPH QUP HwP % DET
HWP 1

Figura 3.5: Aparelho experimental usado para a implementacgao de diversos canais
quanticos. a) Interferdmetro de Sagnac. b) Arranjo tomografico para
ignorar o ambiente. ¢) Arranjo tomografico para monitorar o ambiente.

Os dois caminhos sao recombinados no mesmo divisor de feixe, onde sao transmi-
tidos ou refletidos para os modos espaciais 0 ou 1, segundo a polarizacao, depois das

operagoes realizadas dentro do interferometro. As placas de meia onda HWP(0y) e
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HWP(6y) rodam, respectivamente, as componentes H e V' da polarizacao do féton
incidente, onde os angulos 0y e 6y sao medidos, respectivamente, a partir das po-
larizacoes H e V. Se ambas sao colocadas de forma tal que a polarizacao do féton
nao é girada (0 = 0y = 0), o f6ton sai do interferometro no modo 0. Se, no en-
tanto, um féton com polarizagao inicial V' é rodado por HWP(6y) de forma tal que
|V) — a|V) + B|H), ele deixa o interferometro no modo 0 com probabilidade |c|?
e no modo 1 com probabilidade |3]?.

Fora do interferometro, no modo 1 do ambiente, ha uma placa de meia onda
HWP(6,) (0, medido a partir da polarizacdo H), e uma placa de fase PP(¢) que
possibilitam a implementacao de diversos canais, como veremos a seguir. Final-
mente, dois esquemas tomograficos sao possiveis, segundo queiramos monitorar ou
ignorar o ambiente (tragando sobre seus graus de liberdade), e serao descritos na
secao 3.3.2.

O arranjo do interferometro Sagnac é vantajoso por ser robusto frente a pequenas
flutuacoes mecanicas dos espelhos e divisor de feixe, j4 que estas afetam os dois
caminhos da mesma maneira. Pelo mesmo motivo, ele também é robusto frente a
flutuacoes térmicas. Os dois caminhos 6pticos sao aproximadamente iguais, por eles

terem o mesmo comprimento e incluirem uma placa de meia onda cada um deles.

Implementagao dos canais

Com as placas de meia onda colocadas em angulos 0y e 6y, o interferometro de

Sagnac implementa a transformacao

|H)|0) — cos 20| H)|0) + sin20y|V)|1),
(3.41)
[V)]0) — cos 20y |V)|0) + sin 20y |H)|1).

Depois da placa de meia onda HWP(6;) e a placa de fase PP(¢) no modo de saida
1, a transformacao total é
|H)|0) — cos 20| H)|0) + € sin 20 sin 20, | H)|1) — €™ sin 20 cos 20, |V)|1),

[V)|0) — cos 20y |V)|0) + €™ sin 260y cos 20, | H)|1) + €™ sin 20y sin 26, |V)[1).
(3.42)

Adotando entao a codificacdo mencionada acima e escolhendo adequadamente

os angulos das placas, diversos canais de descoeréncia podem ser implementados
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com este interferometro. Por exemplo, escolhendo 0y = 0; = ¢ = 0, e identifi-
cando p = sin? 26y, implementamos o canal de decaimento de amplitude (3.19).
Escolhendo os mesmos parametros, mas com ¢, = 7/4, implementamos o canal de
defasagem (3.16). Os canais de troca de bit e fase também podem ser implemen-
tados com esta montagem. Na tabela 3.2 compilamos as escolhas de angulos para

implementar varios dos canais descritos na secao 3.1.4.

Canal Oy 0Oy 6 0
Dec. de amp. 0 0 0 0
Defasagem 0 6 x/4 0
Troca de bit -0 0 0 0
Troca de fase | 8 —0 7/4 0
Troca bit e fase | -0 —0 0 w/2

Tabela 3.2: Angulos das placas de onda e fase ¢ para implementar diferentes canais
quanticos.

Notamos que tanto o canal de despolarizacao como o banho térmico a tempera-
tura nao nula nao podem ser implementados utilizando-se um ambiente de s6 dois
graus de liberdade, por eles possuirem quatro operadores de Kraus. Em principio se-
ria possivel codificar os quatro estados necessarios do ambiente em quatro caminhos

diferentes dos fétons, mas isto envolveria uma complexidade técnica muito maior.

3.3.2 Tomografia

A tomografia do estado quantico, isto é, as medidas necessarias para sua recons-
trugao, ¢é feita de duas formas diferentes, segundo queiramos monitorar o ambiente,
como no caso do estudo da dinamica de qubits tinicos, ou tracar sobre os graus de
liberdade dele, como no estudo da dinamica do emaranhamento.

A figura 3.5 b) mostra o esquema tomografico quando desejamos ignorar (tragar)
o ambiente. Ele consta de uma placa de quarto de onda QWP, e uma de meia onda
HWP afetando os dois modos do ambiente, e de uma placa de meia onda a 45° no
modo 1 usada para recombind-lo com o modo 0 num divisor de feixe polarizado PBS
antes de ser detectado. Notamos que esta recombinacao é feita incoerentemente,
assegurando-se que a diferenca de caminhos seja maior do que o comprimento de

coeréncia dos fétons. Sem a recombinacao de modos, a montagem com uma placa
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de quarto de onda, outra de meia onda e o divisor de feixe polarizado constitui o
esquema tomografico padrao para reconstrugao de estados de polarizacao [68].

Na figura 3.5 ¢) vemos a montagem correspondente a tomografia para monitorar
o ambiente. Cada brago do ambiente é medido separadamente, nos detectores DET)
e DET,. Isto nos permite estudar a dinamica do sistema através da medida sobre o
ambiente, como foi discutido na secao 3.1.3. A possibilidade de monitorar o ambiente
constitui uma grande vantagem do nosso sistema frente aos processos de descoeréncia

naturais que afetam outros sistemas, sobre os quais nao se possui controle nenhum.

3.4 Resultados experimentais I: qubits individuais

Nesta e na proxima segao, apresentaremos os resultados experimentais obtidos no
estudo da dinamica de sistemas abertos. A interacao entre sistema e ambiente foi
controlada através do parametro p. Para cada valor de p, realizamos a tomografia
quantica do estado de polarizacao de um ou dois fétons, e reconstruimos a matriz
densidade do estado utilizando o método de Mazimum Likelihood [68]. Este método
consiste em olhar que estado fisico é o que melhor se ajusta aos dados experimentais,
com uma certa medida de distancia dada pela funcao de Likelthood. Notamos que
é necessario recorrer a este método, pois se tentassemos obter a matriz densidade
diretamente dos dados, obteriamos na maioria dos casos estados nao fisicos.

As grandezas derivadas como pureza e concurréncia sao obtidas a partir da matriz
densidade reconstruida. As previsoes tedricas para a dindmica sao obtidas evoluindo-
se o estado inicial reconstruido para p = 0 com os operadores de Kraus correspon-
dentes. As barras de erro verticais foram determinadas através da simulacao Monte
Carlo de rodadas experimentais, respeitando a estatistica Poissoniana das conta-
gens. Para cada série de dados simulada, foi realizada a reconstrucao Mazimum
Likelihood, e obtidas as grandezas derivadas. A incerteza nas mesmas vem do des-
vio padrao da distribuicao obtida na simulacao Monte Carlo, apés um nimero de
iteragoes grande o suficiente para garantir convergéncia (tipicamente, 250 rodadas
simuladas).

O valor de p foi obtido por dois métodos diferentes. Nas primeiras experiéncias,

envolvendo a dinamica do emaranhamento, e cujos resultados sao apresentados na
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secao 3.5, utilizamos a leitura direta do angulo da placa de onda, o que resulta
numa incerteza maior, dada a grande imprecisao no posicionamento angular, igual
a 2 graus. Nas experiéncias posteriores, nas quais estudamos a dinamica de qubits
individuais, o valor de p foi medido a partir de contagens de fétons. Para isto, bloque-
amos o modo H dentro do interferometro (que se propaga em sentido antihorario na
figura 3.5) e medimos as contagens ¢y no modo de saida 0, com o arranjo tomogréafico
preparado para medir polarizacao V. Posteriormente, mantendo bloqueado o modo
H do interferometro, medimos as contagens ¢; no modo de saida 1, com o arranjo
tomogréfico medindo H. Obtemos assim o valor de p como p = ¢;/(co+c¢1). Isto nos
d& maior precisao, pois agora a incerteza vem da estatistica da contagem de fotons,
o que se traduz numa incerteza desprezivel no angulo.

No estudo da dinamica de qubits individuais, utilizamos um laser de estado
solido de onda continua e 405 nm de comprimento para bombear um cristal nao
linear de LilO3 de 5 mm de comprimento, que produz pares de fétons por conversao
paramétrica descendente. Os dois fétons sao preparados num estado produto ambos
com polarizagao V. Um deles é aqui usado unicamente como gatilho, e é enviado
diretamente a um detector equipado com um filtro de interferéncia centrado em
800 nm com 65 nm de largura FWHM (Full Width at Half Mazimum) e uma aber-
tura circular pequena (pinhole) de 0.5 mm de diametro. O outro féton atravessa o
interferometro Sagnac descrito na secao 3.3.1, passa pelo arranjo tomografico, e é
detectado apés um filtro de interferéncia centrado em 800 nm com 10 nm de largura
de linha e uma abertura de 0.5 mm de diametro. Contagens em coincidéncia sao

registradas por um computador acoplado a contadores eletronicos especializados.

3.4.1 Decaimento de amplitude

O canal de decaimento de amplitude foi implementado para um qubit Unico, utili-
zando a escolha de angulos descrita na tabela 3.2, e o sistema de deteccao montado
para tragar sobre o ambiente mostrado, na figura 3.5 b). O estado de polariza¢ao
de entrada foi preparado num estado superposigao a|H) + 3|V, com || > |af.

A dinamica pode ser estudada através do efeito do ambiente nas grandezas envol-

vidas na relacao de complementaridade discutida na secao 3.2.1. Na figura 3.6 apre-
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sentamos a evolugao da previsibilidade ao quadrado P2, a visibilidade ao quadrado
VZ e o emaranhamento entre sistema e ambiente, quantificado pela concurréncia ao
quadrado C%,, como fungao de p para o estado inicial mencionado, juntamente com

as previsoes teodricas obtidas a partir da tabela 3.1 e o estado inicial reconstruido.

o o -
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Previsibilidade, Visibilidade, Concurréncia

P

Figura 3.6: Evolucao das grandezas envolvidas na relacao de complementaridade sob
o canal de decaimento de amplitude: P2 (circulos), V2 (quadrados) e
CZ, (losangos). A soma PZ+V32+CZy é mostrada também (tridngulos).
As linhas sélidas correspondem as previsoes tedricas. As barras de erro
horizontais sao despreziveis nesta escala.

A concurréncia Cgg foi calculada a partir da matriz densidade reconstruida u-
sando (3.23), e concorda com a previsao dada na tabela 3.1. Ps e Vg foram deter-

minadas diretamente das medidas de polarizacao usando

P |CH - CV|
] '4
5 cy+oy (3.43)

2cy 2 2cg 2
Vo= —— 1) +—— -1 (3.44)
cyg +cy cyg +cy

para cada valor de p, onde ¢; ¢ o numero de contagens com polarizacao j, com + e

R correspondendo a polarizagoes diagonal a 45° e circular direita, respectivamente.

Estas férmulas foram obtidas a partir da definicao da previsibilidade e a visibilidade
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dadas na secao 3.2.1, e usando o fato de que as contagens experimentais representam,
a menos da normalizacao, o valor médio do projetor correspondente.

Pode se observar na figura 3.6 como os resultados coincidem com a previsao da
tabela 3.1. Embora P2, V2 e C2y evoluam com p, a soma destas trés grandezas

satisfaz a relagdo de complementaridade (3.22) para todo p.

3.4.2 Monitorando o ambiente

Demonstraremos agora um efeito peculiar da dinamica de sistemas quanticos aber-
tos. Se o qubit, sob a acao do canal de decaimento de amplitude, se encontra
inicialmente numa superposi¢ao dos estados |[0) e |1) e monitoramos o ambiente,
encontrando-o sem excitagao para todo instante de tempo ¢, observamos ainda assim
um decaimento do sistema. Isto pode ser entendido da seguinte forma: embora nao
exista transferéncia de energia entre sistema e ambiente, ao monitorar este tltimo
constantemente e acha-lo sem excitagoes, ganhamos informacao sobre o sistema,
0 que é expresso como uma mudanca no seu estado. Apesar de nossa montagem
servir para implementar a evolucao em passos discretos, podemos utiliza-la para
demonstrar este efeito realizando medidas para diferentes valores de p.

Por exemplo, consideramos o arranjo utilizado para implementar o canal de
decaimento de amplitude (3.19), para o estado inicial (a|H) + 5|V))s ® |0)g. Este

estado evolui para

[U(p)) = alH)|0) + B+/1 = p|V)[0) + By/P|H)|1). (3.45)
Tragando sobre o ambiente, o estado de polarizacao é

_( laP+18Pp aBVT—p
s = ( oty ) ) 340

com p? = sin 20y, enquanto que projetando no estado |0) do ambiente, o estado de

polarizacao resulta
_ olH) 4+ ByT—p|V)
VD = o + 18R = p]7

que decai, quando p — 1, ao estado desexcitado |H), da mesma forma que pg(p)

(3.47)

dado na equagao (3.46).
[lustramos este fenomeno comparando estas duas dinamicas: um qubit sob o

canal de decaimento de amplitude quando i) tracamos os graus de liberdade do
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ambiente, correspondendo & montagem da figura 3.5 b), e ii) monitoramos o estado
do ambiente no estado desexcitado, usando a montagem da figura 3.5 ¢). Nesta
montagem, monitorar o ambiente no estado desexcitado (excitado) significa consi-
derar somente contagens vindo do detector DET, (DET};), o que equivale a fazer
uma pos-selecao dos resultados. Como antes, o estado de polarizacao de entrada é
preparado numa superposicao o|H) + 3|V), com |G| > |«|.

A figura 3.7 mostra a evolucao da populagao V' para ambos casos. Vemos que
nao sé6 as duas dinamicas diferem, mas também que o decaimento acontece ainda
que nenhuma excitacao seja transferida ao ambiente. Quando o ambiente é tragado,
a evolucdo linear (em p) é equivalente a um decaimento exponencial no tempo,
enquanto que no caso de monitoramento, o decaimento é mais lento.

1.0~

o o
o e’

Populacio V

o
(V)

0.0

Y

Figura 3.7: Evolucao da popula¢ao V' quando monitoramos (quadrados) ou ignora-
mos (circulos) o ambiente. As barras de erro sdo muito pequenas para a
escala usada. As linhas sélidas sao as previsoes tedricas correspondentes.

A figura 3.8 mostra a evolugao da pureza para estes dois casos. Vemos que,
quando monitoramos o ambiente, o sistema se encontra sempre perto de um estado
puro. A pequena quantidade de mistura se deve ao estado inicial nao ser perfeita-
mente puro.

Nestas figuras, a previsao tedrica é obtida usando-se o estado inicial reconstruido,
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Figura 3.8: Evolugdo da pureza quando monitoramos (quadrados) ou ignoramos
(circulos) o ambiente. As barras de erro sdo muito pequenas para a
escala usada. As linhas sdlidas sao as previsoes tedricas corresponden-
tes.

evoluido através dos operadores de Kraus correspondentes ao mapa de decaimento de
amplitude dados na equacao (3.18). Quando tragamos sobre os graus de liberdade do
ambiente, ambos operadores I?O e K 1 sao usados, enquanto que quando monitoramos
o ambiente no estado desexcitado, s6 o operador correspondente a auséncia de saltos
quanticos [N(o é usado, e o estado é renormalizado, como indica a equagao (3.11). O
acordo entre teoria e experiéncia é muito bom. Estes resultados demonstram como
a aquisicao continua de informacao através do ambiente muda o estado do sistema,

embora nao haja transferéncia de excitagdes entre estes.

3.5 Resultados experimentais II: propriedades glo-
bais

Nesta secao, apresentamos os resultados correspondentes a dinamica das proprie-
dades globais do par de fétons utilizando dois interferometros de Sagnac. Esque-
matizamos a montagem experimental na figura 3.9. Bombeando um par de cristais

nao lineares de LilO3 adjacentes com um laser continuo de He-Cd de 441.6 nm de
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comprimento de onda!, geramos pares de fétons emaranhados em polarizacao, cujo
estado, apds filtragem espacial e espectral, é da forma |©) = |a||HH) + |3[e?|VV).
Os coeficientes |« e |5] e a fase relativa ¢ sdo controlados manipulando-se a pola-
rizacao do feixe de bombeamento com uma placa de meia onda e outra de quarto

de onda inclinada [69].

Y
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Figura 3.9: Montagem experimental para o estudo da dinamica do emaranhamento
sob a acao da descoeréncia.

A fonte foi ajustada para gerar pares de fétons num de dois estados nao maxi-
mamente emaranhados, dados por

V3

1 )
©1) = S|HH) + 76Z9|VV), (3.48a)

V3

1 .
192) = 7|HH> + 5629|VV) . (3.48Db)

Estes estados contém a mesma quantidade de emaranhamento, a concurréncia inicial
é idealmente C' = 2|af| = v/3/2 ~ 0.87. No entanto, medimos C' = 0.82 4 0.04 e
C = 0.79 £ 0.11 respectivamente, dado que os estados nao foram 100% puros. Esta

LA fonte neste caso difere daquela utilizada na secio 3.4, onde apresentamos medidas realizadas
posteriormente, usando equipamentos novos que nos permitiram um maior nimero de contagens
de fétons.
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queda da pureza ¢ devida principalmente a imperfei¢oes no casamento de modos nos
interferdmetros, e & dependéncia angular da fase do estado [69]. Para simplificar a
descricao, nos referimos ao estado inicial 3.48a ou 3.48b, levando em conta que, na
verdade, os estados produzidos eram apenas aproximadamente esses.

Como antes, as previsoes tedricas foram obtidas a partir do estado experimen-
tal reconstruido para p = 0 através da evolucao mediante operadores de Kraus. A
dinamica do emaranhamento foi investigada sob o efeito de dois pares de canais
de descoeréncia diferentes, implementados com interferometros de Sagnac indepen-
dentes. A tomografia quantica ignorando-se os graus de liberdade do ambiente e a

reconstrucao do estado foram feitas para varios valores de p.

3.5.1 Decaimento de amplitude

Usando a configuragao de placas dada na tabela 3.2, implementamos dois mapas
de decaimento de amplitude com iguais valores de p para os dois fétons. A parte
real da matriz densidade reconstruida para diferentes valores de p e o estado ini-
cial (3.48a) é mostrada na figura 3.10. A expressao analitica correspondente é dada
na equagao (3.28). As reconstrugoes ilustram a evolugao de populagoes e coeréncias
em funcao do parametro p.

A figura 3.11 mostra os resultados experimentais para a concurréncia (3.25),
para o estado inicial (3.48a). A previsao tedrica foi obtida, novamente, a partir
da evolucao através de operadores de Kraus do estado inicial reconstruido. O fim
do emaranhamento para p < 1 é claramente demonstrado na figura 3.11, fendmeno
denominado morte subita do emaranhamento, e a sua primeira observacao experi-
mental foi reportada por nés em [52]. Incluimos também na figura 3.11 os resultados
obtidos para a visibilidade bipartida (3.24). Observamos como esta sé se anula para
p = 1, o que enfatiza o fato de que a morte sibita do emaranhamento acontece
mesmo que outras propriedades quanticas globais do estado se mantenham até o fim
do processo de descoeréncia.

Para o estado |O2) definido em (3.48b), a situagao difere drasticamente. A
figura 3.12 mostra como a concurréncia s6 se anula para p = 1, da mesma forma

que a visibilidade bipartida. Esta aparece sistematicamente por baixo da previsao
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Figura 3.10: Parte real da matriz densidade reconstruida para a evolucao do estado
|©1) para diferentes valores de p.
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Figura 3.11: A (circulos) e visibilidade bipartida (quadrados) para o estado |©1) sob
canais de decaimento de amplitude independentes. As linhas sélida e
tracejada sao as previsoes tedricas para a concurréncia e a visibilidade,
respectivamente.

tedrica devido a uma flutuacao na reconstrucao do estado inicial, que é a partir do
qual a previsao para outros valores de p é calculada.

Conjuntamente, as figuras 3.11 e 3.12 constituem a confirmacao experimental de
que dois estados com a mesma quantidade de emaranhamento inicial podem percor-
rer diferentes trajetérias de descoeréncia no espaco de estados, como foi ilustrado

na figura 3.3.

3.5.2 Defasagem

Ajustando as placas dos interferémetros como indicado na tabela 3.2, implementa-
mos dois canais de defasagem independentes, um para cada foton. Na figura 3.13
apresentamos os resultados obtidos para a concurréncia e a visibilidade bipartida,
para o estado inicial |©;). Nao hd neste caso morte subita do emaranhamento, e a

concurréncia se anula somente para p = 1.
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Figura 3.12: Concurréncia (A, circulos) e visibilidade bipartida (quadrados) para o
estado |O2) sob canais de decaimento de amplitude independentes. As
linhas solida e tracejada sao as respectivas previsoes teoricas.

o

Concurréncia, Visibilidade
o o o o
N SN » (00)
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o

Figura 3.13: Concurréncia (A, circulos) e visibilidade bipartida (quadrados) para o
estado |O1) sob canais de defasagem independentes. As linhas sélida e
tracejada sao as respectivas previsoes teoricas.



Capitulo 4

Escalabilidade do Emaranhamento
sob a Acao da Descoeréncia

Neste capitulo, continuamos o estudo da dinamica do emaranhamento analisando a
escalabilidade deste num sistema sob acao de descoeréncia. Isto é feito em forma
analitica para familias de estados GHZ, e a possivel extensao dos resultados para
estados mais gerais ¢ discutida utilizando-se resultados numéricos. Os resultados
foram obtidos em colaboracao com Leandro Aolita, Daniel Cavalcanti e Antonio
Acin do Instituto de Ciéncias Fotonicas em Barcelona, e Markus Tiersch, Andreas
Buchleitner e Fernando de Melo da Universidade de Freiburg, e foram publicados

em [70].

4.1 Escalabilidade do emaranhamento

Como foi discutido anteriormente, se queremos ser capazes de manipular informagao
quantica com sucesso, devemos saber como o emaranhamento evolui quando os
sistemas que o carregam estao em contato com o meio ambiente. Mas, além disso,
se desejamos um dia ter um computador quantico funcional, devemos ainda conhecer
como o comportamento do emaranhamento para um sistema quantico aberto muda
com o tamanho do sistema. Ainda que contemos com um sistema quantico pequeno e
consigamos reduzir a um minimo a perda de emaranhamento devida a descoeréncia,
isto nao nos garante que possamos fazer o mesmo num sistema maior, que vai ser o
que estara finalmente encarregado de realizar nossas computagoes.

Alguns resultados nesta diregao ja foram obtidos. Os primeiros estudos olharam
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para o instante de tempo a partir do qual os sistemas ficam separdveis (tempo
da morte sibita ou de desemaranhamento) em fungao do tamanho do sistema, e
revelaram resultados surpreendentes [71, 72, 73]. O resultado principal, sobre o
qual estes estudos concordam, é que o tempo de desemaranhamento de um sistema
aumenta com o tamanho deste. Isto desafia a nossa intuicao, segundo a qual o
emaranhamento dos sistemas deveria ficar mais fragil quanto maior estes sejam, e
portanto o tempo de desemaranhamento deveria diminuir com o tamanho, ao invés
de aumentar.

No entanto, estudos posteriores vieram a explicar este fenomeno: embora o
tempo de desemaranhamento cresca com o tamanho do sistema, o tempo para o
qual o emaranhamento do sistema fica menor do que um certo valor residual fixo
diminui com ele [74]. Assim, embora os sistemas maiores continuem emaranha-
dos por mais tempo, a quantidade de emaranhamento neles fica desprezivel muito
rapidamente.

Estes estudos foram feitos para estados GHZ, e utilizando um quantificador de
emaranhamento especifico, a negatividade [75], definida como o médulo do auto-
valor mais negativo da transposta parcial da matriz densidade (ou zero se todos
eles sdo positivos), e inspirada no critério de detec¢ao de emaranhamento discutido
na secao 2.3.1. Aqui, expandimos estes resultados para qualquer medida convexa
de emaranhamento, através da introducao de cotas para a quantidade de emara-
nhamento presente num sistema, e o estudo da escalabilidade destas, também para
estados da familia GHZ e GHZ generalizados. Realizamos também uma analise da

possivel extensao dos resultados para estados aleatérios mediante técnicas numéricas.

4.2 Estados GHZ e GHZ-diagonais generalizados

Os estados GHZ, mencionados brevemente na introducao, sao de grande relevancia
tanto tedrica como experimental. Além de possibilitarem a implementagao de diver-
sas tarefas em processamento e comunicagao de informacao quantica, eles encarnam
o exemplo paradigmatico de superposi¢ao macroscopica, quando descrevem sistemas
de muitas particulas.

Originalmente, porém, o estado GHZ foi definido para trés qubits como uma
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superposicao dos estados com todas as particulas no estado |0) e todas no estado
ortogonal |1) [9]. No entanto, esta nogao estende-se com facilidade a mais qubits, o
que nos da o estado GHZ multipartite

1
V2

Estados deste tipo ja foram preparados no laboratério com 5 e 6 fétons [76, 77],

[Yanz) = —=(]000...0) + [111...1)). (4.1)

e inclusive um estado GHZ de 10 partes foi logrado usando-se 5 fétons hiperema-
ranhados [13]. Esta classe de estados foi preparada também em experiéncias de
eletrodinamica de cavidades [78] e para até seis {fons presos numa armadilha [79].

Sem impor mais restri¢coes a natureza do sistema quantico em questao, os estados
base |0) e |1) sao abstratos e nao possuem significado fisico nenhum. Formalmente,
portanto, o estado (]010) 4 |101))/+/2 de trés qubits é, da mesma forma, um estado
GHZ. Quando consideramos todos estes estados, resulta ttil interpretar uma série
de uns e zeros como sendo a representacao bindria de um numero. Assim, na su-
perposicao GHZ, o niimero correspondente ao segundo termo ¢é a inversao bit a bit
do correspondente ao primeiro. Podemos entao usar como rétulos dos estados da
base computacional de N qubits os nimeros desde 0 (todos zeros) até 2 —1 (todos
uns). O exemplo de trés qubits dado acima é assim descrito por (|2) + |5))/v/2.

Se permitimos ainda diferentes amplitudes para os dois estados componentes,
e tratamos uma diferenca de fase de 7 separadamente para conveniéncia posterior
(distinguindo estados segundo a paridade), chegamos aos estados GHZ generalizados

de N qubits
Vi (o, B)) = alk) £ Blk), (4.2)

onde k é um ntimero representavel por N bits, 0 < k < 2V — 1, k é a inversao bit
a bit de k, e a e 3 sao amplitudes complexas tais que |a]* + |3]* = 1, e a, 8 # 0.
Ressaltamos que é possivel chegar nestes estados partindo do estado com k=0 e +
como escolha de sinal, |[¢d (a, 3)) = «|000...0) + 3|111...1) e aplicando operagoes
locais de Pauli o1 e o3.

Uma mistura incoerente de vérios estados GHZ generalizados |1 (a, 3)) com

diferente k e paridade, mas as mesmas amplitudes « e (3, é um estado GHZ-diagonal
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generalizado *

2N 1

p= > (NIt Nt (e D + ALl (0 B) (i (@ B)) . (43)

k=0
Os coeficientes )\f denotam as respectivas probabilidades com as que o estado apa-

rece na mistura. Sao portanto positivos e sua soma é unidade.

4.3 Limites na robustez do emaranhamento

Armados com a defini¢cao das familias GHZ dadas na segao 4.2 e os canais de descoe-
réncia apresentados na secao 3.1.4, abordamos o estudo da robustez do emaranha-
mento determinando cotas superiores para o mesmo enquanto ele evolui de acordo
com estas dinamicas abertas. Ao invés de limitarmo-nos a um quantificador es-
pecifico, faremos um tratamento geral, valido para qualquer quantificador convexo
de emaranhamento. Esta constitui uma demanda natural para uma boa medida de
emaranhamento, e diz simplesmente que ela nao deve aumentar ao combinarmos

probabilisticamente dois estados:
Bl + (1 p)w] < pB(o) + (1 - p)E(w) (4.4)

para todo p € [0,1]. A concurréncia e a negatividade sdo bons exemplos de quanti-
ficadores que satisfazem este requerimento.

A idéia basica por tras da derivacao de limites superiores consiste em decompor
todos os estados estudados como combinacoes convexas de um estado emaranhado
e outro estado separdvel, p = femPem + (1 — tem) Psep, € Usar a propriedade de conve-
xidade citada para limitar a evolugdo do emaranhamento como E(p) < piem E(pem)-
Quanto menor seja o conteido de emaranhamento de pe,,, melhores serao as cotas
obtidas. Notamos que aqui utilizamos também o fato de que o quantificador esco-
lhido deve anular-se para estados separaveis, como toda medida de emaranhamento
razoavel. No que segue, identificamos tais decomposicoes para estados iniciais GHZ
generalizados ou GHZ-diagonais generalizados sob a influéncia de alguns ambientes

exemplares.

10s estados GHZ-diagonais generalizados estudados em [80] constituem um caso particular dos
aqui definidos.
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4.3.1 Despolarizagao

Comegamos com o caso de canais individuais de despolarizagao, dados na equagao (3.12).
Para este tipo de processo de descoeréncia, provamos:
i) O emaranhamento de um estado inicial GHZ-diagonal generalizado p sob a

agao de canais de despolarizacao locais & € limitado superiormente por

E($p(p)) < (1 —p)VE(p).

Para mostrar isto, comecamos considerando apenas um estado GHZ generali-
zado, o caso particular py = |U¢ (o, 3))(¥¢ (o, 3)]. A matriz densidade evoluida
$p(po) é computada através da aplicagdo dos N canais de um qubit &p, dados
em (3.12). O produto tensorial resultante é

3
$D(p0) = Z Sj1 - SN0 KB On P00 5, Q- Ojns (45)

J1reriN=0
com fatores sg = 1 — 3p/4d e s = s9 = s3 = p/4.

Notemos que as aplicacoes de o1 e oy sobre um dos qubits dao contribuigoes
de igual peso (s; = s3), mas com sinais diferentes nas coeréncias, ja que oy realiza
uma troca de bit, enquanto que o, realiza uma troca de bit e fase. Assim, todos os
termos que contém pelo menos um o; se emparelham com os que possuem um oo
correspondente ao mesmo qubit, de forma tal que as coeréncias se anulam, e ficamos
somente com uma contribuicao diagonal, que é portanto separavel. Assim, os tinicos
termos que podem dar contribuigoes nao separaveis sao os que provem da aplicagao

de apenas identidades oy ou operadores de troca de paridade o3:
Sp(p0) = Y Sjye 805 @ Q0 po0y, @ @ Ojy + AsepPrep (4.6)
Jis--in=0,3
Identificamos aqui duas partes: um nimero par de operagoes de paridade (e iden-

tidade nos qubits restantes) resulta no estado nao perturbado |1 (c, 8)){(¥¢ (v, )],

enquanto que um numero impar destas operagoes resulta no estado de paridade

trocada |1 (o, B)) (g (v, B)|:

$p (po) = Ax g (o, B)) (g (o, B)] + A-[wg (v, B))(Whg (ev, B)| + Aseppsep - (4.7)
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Aqui, as coeréncias das primeiras duas contribuicoes se anulam parcialmente, por
terem os termos paridade oposta, o que nos da uma nova parte separavel.
Calculamos entao os fatores correspondentes a estas contribuigoes contando, res-

pectivamente, os nimeros pares e impares de aparigoes de o3:

2 (-1
=3 ()T O

M impar
Da diferenca destes obtemos o peso da parte emaranhada da decomposicao. Usando

(4.8)

a expansao binomial, temos:

[

M=0

(-5 =a-n" (4.9)

Assim, chegamos a decomposicao desejada em uma parte emaranhada e outra

separavel apés a aplicacao dos canais locais de despolarizacao:

$p(po) = (1 —p)Npo+ [1 = (1= p)"] plep - (4.10)

Este resultado nao depende do fato de ter sido derivado para um estado inicial
com k = 0, e é valido para qualquer valor de k. Também, dado que a aplicacao dos
canais ¢ uma operacao linear, o resultado estende-se imediatamente a combinagoes
convexas tais como os estados GHZ-diagonais generalizados, dados na equagao (4.3).
A propriedade de convexidade do quantificador de emaranhamento (4.4) nos dé o
resultado desejado 7).

Como corolario deste resultado, temos:

i1) Para o caso particular de dois qubits (N = 2), o limite superior em 7) vale para
qualquer estado inicial p, e nao somente para estados GHZ-diagonais generalizados.

Consideremos primeiro o caso de estados puros. Qualquer estado puro de dois
qubits |¥) pode ser expresso em termos da sua decomposi¢ao de Schmidt como |¥) =
a)00) + B[11) = |¢ (o, B)), aonde as bases locais {|0),|1)} devem ser escolhidas
adequadamente, e o e [ sdo numeros reais positivos [59]. Existe portanto uma
escolha de bases locais na qual qualquer estado de dois qubits toma a forma de um

estado GHZ generalizado.
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Por outro lado, a acao do canal de despolarizacao independe da escolha de base
(ele pode ser visto como uma redugao da esfera de Bloch sem privilegiar nenhuma
dire¢@o), e a base a qual faz referéncia a equagao (3.12) pode ser qualquer uma, em
particular, aquela na qual |¥) é um estado GHZ generalizado. Assim, o limite i) é
valido, no caso de dois qubits, para estados puros arbitrarios.

J& para o caso de estados mistura arbitrarios de dois qubits p, consideremos a de-
composicao na qual o emaranhamento do estado coincide com o seu emaranhamento
médio:

E (anxw) B (1T (4.11)

Notamos que, pela convexidade de E, sempre temos que E (D pn|V,)(V,]) <
YonPnE (W) (¥y]). A equagao (4.11) nos diz simplesmente que sempre existe uma
decomposicao tal que o limite superior é atingido. Esta decomposicao é chamada
de teto convero [81].

Usando a linearidade do canal, $p(p) = >, pn3p(|¥0)(V,]), € a convexidade de
E, temos que E (3p(p)) < >, pnE (Sn(|¥,)(¥,])). Aplicando agora o limite 7), cuja
validade foi provada para estados puros arbitrérios de dois qubits, aos estados |¥,,),

obtemos:

E ($p( <an (Sp(1¥n) (Wnl)) <an1— E (1) (W)

°E <an|\pn><lpn|> = (1 _p)QE(p)a

onde, para passar da primeira para a segunda linha, utilizamos a propriedade (4.11)

(4.12)

do teto convexo. Isto completa a prova de ii) para estados mistura arbitrarios de
dois qubits.

Ressaltamos que o limite i), expresso matematicamente na equagao (4.12), estd
conectado diretamente com uma lei universal achada em [82]. Ali, um limite superior
sobre E($(p)) foi obtido para o caso particular em que E é a concurréncia do estado,
mas valido para qualquer canal $ completamente positivo. O resultado i) generaliza
entao o achado em [82] no sentido em que o estende para qualquer quantificador de
emaranhamento, mas fica restrito ao caso do canal de despolarizacao, e da um limite

ligeiramente mais fraco que o achado em [82] quando avaliado para a concurréncia.
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Finalmente, notamos que os limites i) e i) sdo 6timos em relagdo a classe de
estados e quantificadores de emaranhamento com os que lidamos. Isto pode ser
visto simplesmente achando um caso que satura o limite, o que ja foi feito em [74],
onde foi mostrado que as negatividades mais resistentes para estados GHZ evoluidos
)N

tendem a (1 — p)" vezes seu valor inicial no limite de p pequeno ou N grande.

4.3.2 Defasagem

Para ambientes de defasagem individuais, os resultados sao similares aos obtidos
previamente. Neste caso, provamos:
ii1) O emaranhamento de um estado inicial GHZ-diagonal generalizado p sob a

agao de defasagem local $pp é limitado superiormente por

E ($pp(p)) < (1 —p)VE(p).

A estratégia para provar isto é a mesma do que em i), mas utilizando agora
o canal de defasagem (3.13). Assim, primeiro identificamos os termos em $pp
que somam a um estado separavel para um tunico estado GHZ generalizado pg =
[Vg (o, 3)) (g (v, B)]. Notamos entao que sé My entre os operadores de Kraus dados
em (3.14) pode dar uma contribui¢cdo emaranhada ao aplicd-lo ao estado pg, pois
tanto M; como M, contém projetores (|0)(0] e |1)(1], respectivamente) que elimi-
nam as coeréncias levando py a um operador densidade diagonal e em conseqiiéncia
separavel.

Observando que o operador My é proporcional a identidade, podemos decompor

o estado final como

$pp(po) = (1 —p)Vpo + [1 = (1 = p)™]psep, (4.13)

onde p, € novamente um operador densidade separdvel. Como antes, o resultado ¢
valido para qualquer estado GHZ generalizado |4 (o, 3)), e pode ser estendido para
qualquer GHZ-diagonal generalizado usando a linearidade do canal. A prova de ii)
se completa usando a propriedade de convexidade da medida de emaranhamento
escolhida.

Notamos que, diferentemente do canal de despolarizacao, o canal de defasagem

depende da escolha de base; em outras palavras, ele nao comuta com todas as
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operagoes unitarias locais. Embora todo estado puro de dois qubits tenha a forma
de GHZ generalizado na sua base de Schmidt, esta nao é necessariamente aquela na
qual o canal de defasagem é definido. O limite 1), portanto, nao se estende a estados
arbitrarios de dois qubits, como no caso de 7). Ressaltamos também que o limite i)

é 6timo, o que pode ser visto novamente através dos exemplos apresentados em [74].

4.3.3 Banho térmico

Como tltimo exemplo de modelo de ambiente tomamos o caso do banho térmico.
Neste caso, provamos:

iv) O emaranhamento de um estado inicial GHZ generalizado

pr = [if(a, B)) (¥ (a, B)| sob agdo de banhos térmicos locais $t com niimero de
excitagoes médio n é limitado superiormente por

A \V" A+l \"
2 — J—
E<$T<pk>>s[|a| (1- ) (1-gie)
n+1

182 (1= L S ATE T R
o+ 17 o+ 17 maxs

onde k é o nimero de uns na expansao binaria de k, ou seja, o nimero de excitagoes

no estado |k), e Fyax é 0 valor maximo que o quantificador de emaranhamento £
pode assumir.

Como antes, comecamos considerando o estado final, representado como soma
de operadores agindo sobre o estado inicial, e identificamos os termos que forne-
cem contribuigoes separdveis. Da mesma forma que em i), observamos que s6 os
termos que provem da aplicagao dos operadores Ky e K, de todos os quatro na
equacao (3.17), podem dar uma contribui¢cdo emaranhada, dado que K; e K3 sao
operadores de rebaixamento e levantamento respectivamente, e matam as coeréncias
quando aplicados ao estado.

Assim, podemos escrever

Sr(pe) = > K@ @K K] ®... @ K]+ \epprep =
1N =0,2 (4.14)

:)\empem + )\seppsepa
onde, por claridade, denotamos A¢ppem © primeiro termo, em geral emaranhado.

Utilizando a convexidade do quantificador de emaranhamento, o emaranhamento do
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estado final é limitado superiormente, como nos casos anteriores, pela probabilidade
Aem da contribuicao do estado pe, vezes o emaranhamento deste, e trivialmente pelo

maximo valor admissivel do quantificador de emaranhamento usado:

Levando em conta que o canal preserva o traco, a probabilidade A, é dada pelo

trago de pem:

Aem = tr Z KJJ[lKjl Q- ® K;NKijol

. ﬂ((l g ) 100+ (1= 55 mal) pk]
- e T [(1- )

0)(0]+<1—
=1
n+1 \"
Qﬁ—i—lp) -
,_'_1 N—k
2ﬁ+1p>

n

) | 1% a8

+1
% + 1
ﬁ —K
B [|a|2 (1_ 2n+1p) <1

+|ﬁ|2(1_2ﬁ—|—1p) <1 ]

onde as definigoes de Ky e K,, dadas na equagao (3.17), foram usadas na segunda

(4.16)

igualdade.

O fator de escala no limite iv) inclui tanto x como as amplitudes « e /3, e portanto
ainda depende do estado inicial. Para chegar num fator de escala que dependa so
dos detalhes do ambiente térmico e o niimero de qubits, maximizamos a expressao
achada sobre todos os estados [¢i(, 3)) que estamos tratando. Este méximo é
atingido no limite em que |a|?> — 1 e k = 0. Podemos entao reformular iv) usando
um fator de escala maior, mas independente do estado:

v) O emaranhamento de um estado inicial GHZ generalizado
pr = [if(a, B)) (¥ (a, B)| sob agdo de banhos térmicos locais $t com niimero de

excitacoes médio n é limitado superiormente por

E (Ar(pe)) < (1 - 1p) o (4.17)

Notamos que, para este tipo de ambiente, estamos restritos aos estados puros

GHZ generalizados, e o resultado nao vale para os GHZ-diagonais. Para diferentes
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temperaturas ou nimeros médios de excitagoes, o limite iv) vai de F ($1(pr)) <
(lal*(1 = p)= +|B8)*(1 = p)V ") Emax no caso puramente dissipativo (temperatura
zero), até E ($1(pr)) < (1 — £)N Eyax no caso puramente difusivo (temperatura

infinita). Analogamente, o limite v) vai do limite trivial E ($1(pr)) < Emax, DO

caso puramente dissipativo, até o mesmo valor do que o limite ), F ($1(pr)) <

(1— g)N Ehax, no caso puramente difusivo.

4.4 Comparacao com estados aleatorios

A simplicidade dos resultados apresentados nos leva a pergunta de quao dependentes
da escolha especifica de estados iniciais eles sao. Alguns dos limites mostrados sao,
neste sentido, mais gerais do que outros, mas todos eles apresentam um escalamento
exponencial com o nimero de qubits N, o que indica que o emaranhamento fica cada
vez mais fragil ao aumentarmos o tamanho do sistema.

Com o fim de verificar até que ponto os limites achados sao representativos de
uma classe mais geral de estados, consideramos estados iniciais puros randomicos
distribuidos uniformemente no espaco de Hilbert?. Como medida de emaranha-
mento escolhemos a negatividade, avaliada para uma biparticao dos /N subsistemas.
Para sistemas de diferente nimero de partes, geramos uma amostra de até 10000
estados iniciais, a evoluimos com alguma das dinamicas discutidas e calculamos a
negatividade como funcao do parametro p.

Em geral, observamos que estes estados violam os limites achados, de forma
mais drastica a medida que aumentamos o nimero de partes V. As figuras 4.1 e 4.2
mostram exemplos desta violagdo. Nelas, as negatividades médias Neg(p) norma-
lizadas ao seu valor inicial Neg(0) de uma amostra de 10000 estados puros iniciais
sob a acao de canais de despolarizacao individuais sao mostradas para sistemas de
diferentes tamanhos N (cruzes). Para comparagdo, mostramos também o limite
(1 — p)¥ (linha sélida) achado em i) e o caso especifico do estado GHZ balanceado
g (1/v/2,1/v/2)) (linha pontilhada). Necessariamente, esta dltima encontra-se por
baixo do limite (1 — p)¥, e se aproxima a ele ao aumentarmos N. A negatividade

média normalizada, porém, viola a lei de escala exponencial (1 — p)¥, particular-

2A distribuicdo uniforme é gerada a partir da medida de Haar [83].
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mente para N grande. As sombras na direcao vertical representam o histograma
das negatividades normalizadas da amostra em escala de cinzas (mais escuro corres-
ponde a valores maiores). A figura 4.1 mostra os dados correspondentes a partigao
balanceada N/2 : N/2, e a violagao resulta facil de se ver para N = 6. Na figura 4.2
apresentamos os dados correspondentes a particao menos balanceada 1 : N — 1, e

observamos uma violagao a partir de N = 5.
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Figura 4.1: Negatividades normalizadas para a particao N/2 : N/2, como funcao de
p, para sistemas de diferentes tamanhos N sob canais de despolarizacao
individuais. Médias (cruzes) e histogramas (escala de cinzas, escuro
corresponde a mais populagao) para 10000 estados iniciais aleatérios.
Também sao mostrados o limite (1 — p)V (linha sélida) e a negativi-
dade para o estado inicial GHZ balanceado |¢f (1/v/2,1/v/2)) (linha

pontilhada).
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Figura 4.2: Mesmos parametros da figura 4.1 para a particao 1 : N — 1.

Com a observacao de que estados iniciais aleatérios violam os limites discutidos

na secao 4.3, poderiamos tentar considerar uma extensao destes de forma tal que os
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estados aleatérios também estejam contemplados. No entanto, desejariamos fazer
isto sem perder o escalamento com /N, isto é, achar limites superiores para o ema-
ranhamento que decrescam com N para qualquer estado. A figura 4.3 sugere que
isto nao é possivel. Nela, apresentamos o valor médio da negatividade normalizada
da partigao menos balanceada 1 : N — 1 para um ponto fixo (p = 0.3) da evolucao
de uma amostra de estados aleatérios iniciais sob a acao do canal de defasagem,
juntamente com o limite (1 — p)Y, em linha sélida. Observamos que esta média

aumenta com o valor de N.

06!
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Neg (0.3) [
Neg(0) 0.3
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Figura 4.3: Negatividade média normalizada para a particao 1 : N —1, como fungao
de N, para uma amostra de estados iniciais puros aleatérios. Os estados
foram evoluidos até o ponto p = 0.3 com canais individuais de defasagem
(circulos, conectados como guia). A linha sélida representa o limite 4ii).

Uma negatividade média que aumenta persistentemente, como foi confirmado
numericamente até N = 14, nao pode portanto ser limitada superiormente por
nenhuma funcao nao trivial que decresca com N. Isto implica que a fragilidade
exponencial dos estados de tipo GHZ é atipica, ja que ela nao aparece nas amostras
de estados aleatorios analisadas. O incremento da robustez do emaranhamento com
N ¢é observado para todos os canais estudados. No entanto, sé aparece para particoes
muito desbalanceadas, nas quais o emaranhamento de poucos qubits com o resto é

testado. Para particoes mais balanceadas, embora observemos a violacao dos limites
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N Amostragem
2a7 10000
8,9, 10 5000
11 1560
12 100
13 10
14 1

Tabela 4.1: Tamanho da amostragem usada na construcao da figura 4.3.

derivados analiticamente na segao 4.3, vemos também um decaimento incrementado
do emaranhamento para sistemas maiores. Em conseqiiéncia disso, se existe um
limite que se aplica a estados aleatorios também, deve levar em consideragao os
tamanhos relativos das particoes num sistema de muitas partes.

Notamos que ao aumentarmos N precisamos de um esfor¢o computacional cada
vez maior para realizar os calculos. No entanto, podemos aproveitar o efeito de
concentracao da negatividade com o aumento de N, que pode ser observado nas
figuras 4.1 e 4.2. Nelas, os histogramas que dao as distribuigoes de negatividade
aparecem cada vez mais concentrados em torno da média, a medida que N cresce.
Isto justifica o fato de tomarmos uma amostra cada vez menor de estados aleatorios

iniciais. O numero de estados gerados encontra-se listado na tabela 4.1.
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Emaranhamento e Nao-Localidade



Capitulo 5

Nao-Localidade e Transposicao
Parcial em Variaveis Continuas

Abordamos neste capitulo o estudo da relacao do emaranhamento com o conceito
de nao-localidade quantica. A conexao entre estes é explorada para sistemas de
variaveis continuas através da idéia de transposicao parcial. Os resultados apresen-
tados sao de natureza tedrica, e foram obtidos originalmente em colaboracao com
Daniel Cavalcanti e Antonio Acin do Instituto de Ciéncias Fotonicas em Barcelona, e
publicados em [84]. Posteriormente, os resultados foram ampliados em colaboracao
com Michael Wolf do Instituto Niels Bohr em Copenhague. Esta extensao é apre-

sentada na segao 5.5 e encontra-se em preparacgao para publicagao.

5.1 Emaranhamento e nao-localidade

Como foi mencionado no comeco desta tese, os conceitos de emaranhamento e nao-
localidade nasceram juntos e foram considerados como uma tnica carateristica da
mecanica quantica até o surgimento da teoria da informagao quantica em dias re-
centes. Foi sé com este novo desenvolvimento que a relacao entre estas duas idéias
fundamentais comecou a ser analisada em profundidade.

E importante ressaltar o que é entendido por nao-localidade. Nesta tese, por nao-
local queremos dizer incompativel com modelos de variaveis ocultas locais. Notamos
porém que ainda hoje nao existe consenso absoluto na comunidade a respeito das
idéias relacionadas com a nao-localidade, em particular, com respeito ao que implica

a violacdo de uma desigualdade de Bell. Alguns autores, incluindo o préprio Bell,
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sustentam que a violagao experimental destas desigualdades é uma demonstragao
direta da existéncia de efeitos “a distancia” na natureza, em nitido contraste com a
idéia einsteiniana de universo, a qual descarta estes efeitos.

Outros autores, porém, acham que para derivar uma desigualdade de Bell é
preciso incluir, além da hipdtese de localidade, a de realismo. Assim, a violagao
experimental das desigualdades poderia ser atribuida a falha deste tltimo, ao invés
da falha da localidade. No entanto, nao parece haver uma definicio matematica
satisfatoria do citado realismo, como existe do conceito de localidade cunhado por
Bell. Nesta tese, como dissemos, entendemos por nao-local a incompatibilidade com
modelos locais de varidveis ocultas, o que nao apresenta problemas operacionais.
Num nivel mais profundo, nos inclinamos pela posicao de Bell. Ressaltamos, no
entanto, que até esta data nao houve uma violagao das conclusiva das desigualdades
de Bell, isto é, que feche todos os possiveis “furos” que poderiam existir dadas
as imperfeicoes experimentais. Voltaremos a discussao destes furos e as possiveis
formas de evita-los mais a frente. Para uma indagagao mais profunda das hipéteses
por detras das desigualdades de Bell, recomendamos o livro do préprio Bell onde sao
compilados os trabalhos dele que tratam estes tépicos [85], assim como a discussao
apresentada nos trabalhos de T. Norsen, onde a existéncia de uma hipdtese de
realismo e o seu possivel significado sdo abordados em profundidade [86, 87] e o
conceito de localidade devido a Bell é analisado [88].

Voltando ao nosso problema, sabemos em primeiro lugar que ¢é preciso ter emara-
nhamento para um estado ser nao-local, ja que é simples construir um modelo de
varidveis ocultas local a partir de um estado separdvel [4]. Por outro lado, co-
nhecemos a existéncia de estados mistura emaranhados que admitem um modelo
de varidveis ocultas [4], o que nos diz que os conceitos de emaranhamento e nao-
localidade nao sao equivalentes.

Uma forma de abordar este problema é através do estudo da relacao da nao-
localidade com outros conceitos normalmente relacionados ao emaranhamento. Nesta
direcao, Peres conjeturou [89] que qualquer estado com transposta parcial positiva
deveria admitir um modelo de variaveis ocultas, ou, equivalentemente, qualquer es-

tado que viole uma desigualdade de Bell deve ter uma transposta parcial negativa.
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Vimos na se¢ao 2.3.1 como o conceito de transposta parcial é extremamente 1til
na deteccao do emaranhamento. Como ja discutimos, qualquer estado com trans-
posta parcial negativa é necessariamente emaranhado, enquanto que a positividade
da transposta parcial representa um critério necessario mas nao suficiente para um
estado ser separavel.

Outro resultado fundamental na conexao entre transposta parcial e emaranha-
mento é o fato de que todos os estados com transposta parcial positiva sdo ndo-
destildveis [90]. Em outras palavras, se um estado emaranhado tem transposta
parcial positiva, é impossivel extrair do mesmo emaranhamento equivalente ao de
um estado puro maximamente emaranhado realizando operacoes locais e permi-
tindo comunicagao classica, ainda que as partes possam agir sobre multiplas cépias
do estado. Este tipo de emaranhamento nao-destilavel foi chamado de emaranha-
mento preso, e foi visto durante um longo tempo como um tipo intutil de correlacao
quantica'. Por outro lado, a equivaléncia entre nao-destilabilidade e positividade
da transposta parcial nao foi ainda provada, e é uma questao em aberto a possivel
existéncia de estados com emaranhamento preso e transposta parcial negativa. Ilus-
tramos as relagoes dos conceitos envolvidos na discussao na figura 5.1. A relacao
proposta na conjectura de Peres é ilustrada na figura 5.2. Apresentamos por ultimo
uma ilustracao alternativa destas relagoes, incluindo a conjectura de Peres, na fi-
gura 95.3.

Provar (ou rejeitar) a conjectura de Peres em forma geral representa um dos
desafios em aberto da teoria da informacao quantica. A prova desta conjectura
foi realizada até agora apenas para alguns casos particulares. O cenario de nao-
localidade é rotulado usualmente pelos nimeros (n, m, 0), o que significa que n partes
podem escolher entre m diferentes medidas de o saidas possiveis cada uma. A prova
mais geral da conjectura de Peres foi para desigualdades de Bell de correlacoes?
no caso (n,2,2) [92]. Nao existem, porém, resultados para ntumeros maiores de

medidas ou saidas nem, particularmente, para o importante caso de sistemas de

'Recentemente, porém, foi mostrado que é possivel realizar destilacdo de chaves criptogréficas
seguras a partir deste tipo de estados [91].

2As desigualdades que envolvem sé correlacoes ndo sdo as mais gerais possiveis, que podem
incluir também distribuigoes de probabilidades marginais.
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Figura 5.1: ITlustracao das relagoes entre os diferentes conceitos envolvidos na dis-
cussdo. a) Emaranhamento, Transposta Parcial e Destilabilidade. b)
Emaranhamento e Nao-Localidade.
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Figura 5.2: Ilustracao da relagao proposta na conjectura de Peres.
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Figura 5.3: Ilustracao alternativa das relagoes entre os conceitos, incluindo a con-
jectura de Peres.
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variaveis continuas.

Voltando ao tépico dos furos nas demonstracoes experimentais de violagoes de
desigualdades de Bell, esta estabelecido que ha dois deles que sao cruciais, e que
devem ser “fechados” para uma demonstracao conclusiva da nao-localidade da na-
tureza. Em primeiro lugar, existe o furo da localidade. Nas experiéncias de Bell,
existem sempre pelo menos duas estacoes de medida separadas, nas quais se realizam
experiéncias com particulas previamente correlacionadas. Posteriormente, os resul-
tados obtidos nestas estagoes sao comparados, e as correlagoes entre eles analisadas.
Por ser justamente a nao-localidade o que se quer demonstrar, ha o requerimento de
que a informagao nao tenha oportunidade de “viajar” desde uma estacao até a outra,
revelando qual medida é que serd feita. Em outras palavras, a escolha da medida
a ser feita deve ser realizada independentemente em ambas estagoes, o que se tra-
duz no requerimento de que estas escolhas sejam feitas em regioes do espaco-tempo
separadas espacialmente [93]. Este requerimento foi satisfeito em experiéncias com
fétons viajantes e a violacao da desigualdade de Bell foi demonstrada [94], fechando
portanto o furo da localidade.

Por outro lado, existe o furo da eficiéncia. Se os detectores usados nao sao bons o
suficiente, muitas das medidas perdem-se. Como conseqiiéncia, pode acontecer que
a violagao da desigualdade de Bell venha simplesmente de uma méa amostragem,
em outras palavras, que ela seja um artificio que desapareceria se todas as medidas
tivessem sido bem sucedidas. E claro que resulta um pouco macabro pensar que
a natureza iria se arranjar para escolher justamente as medidas que produzem a
violagao, como também o seria que ela conseguisse misteriosamente transmitir de
uma estacao para a outra qual medida foi escolhida, no caso do furo de localidade. De
fato, talvez seja justamente por isso que as violagoes experimentais da desigualdade
de Bell desde a experiéncia de Aspect em 1982 [95] tenham sido consideradas como

3. No entanto, para um teste conclusivo de nao-localidade, é essencial

satisfatérias
que tais possibilidades sejam eliminadas.

O furo da eficiéncia também foi fechado com sucesso em experiéncias com ions

3Esta experiéncia de Aspect foi a primeira em que as escolhas de medida foram feitas com
os fétons em voo, embora nao separadas espacialmente. A primeira violagdo experimental da
desigualdade de Bell tinha sido conseguida em 1972 por Freedman e Clauser [96].
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aprisionados [97]. No entanto, os fons utilizados encontravam-se a uma distancia
da ordem de microns entre si, o que resulta catastréfico desde o ponto de vista da
localidade. Ainda que os fons fossem aprisionados separadamente, o longo tempo que
as medidas requerem permitiria que a informacao viajasse uma distancia enorme, o
que dificultaria extremamente realiza-las em regioes separadas espacialmente.

Para fechar o furo de localidade, por outro lado, é conveniente utilizar fétons
emaranhados viajando em sentidos opostos, o que permite situar as estagoes longe
uma da outra, e realizar as escolhas de medida independentemente. Porém, a maioria
das experiéncias de Bell envolvem a detecgao de fotons tinicos, como é o caso em
que se usa o grau de liberdade de polarizacao. A tecnologia atual de deteccao de
fotons permite uma eficiéncia da ordem de 0.4, o que, se levarmos em conta que pelo
menos dois fétons, um em cada estagao, devem ser detectados, nos déd uma eficiéncia
conjunta de 0.16, que é muito baixa para fechar o furo de eficiéncia. A desigualdade
de Clauser e Horne, por exemplo, requer uma eficiéncia conjunta maior a 0.828 [98].
Utilizando estados nao maximamente emaranhados, é possivel reduzir este niimero
para 0.67, que ainda encontra-se longe das possibilidades tecnolégicas atuais [98].
Assim, embora tanto o furo de eficiéncia como o de localidade tenham sido fechados
em experiéncias constatando a violagao da desigualdade de Bell, nao houve até hoje
uma experiéncia que conseguisse fechar os dois ao mesmo tempo.

Uma possibilidade promissora é a utilizacao das quadraturas do campo eletro-
magnético. Os fotons ainda podem viajar rapidamente em sentidos opostos, mas
a detecgao deles ¢é feita através da medida homodina, que permite uma eficiéncia
muito alta. Desta forma, em principio, poderia se pensar em fechar ambos furos
simultaneamente. Ha, no entanto, uma dificuldade de natureza tedrica: a grande
maioria das desigualdades de Bell conhecidas s6 funcionam para sistemas discretos,
enquanto que as quadraturas do campo eletromagnético sao variaveis continuas,
como as discutidas na secao 2.1. Embora haja alguns exemplos tedricos de violagao
de desigualdades de Bell discretas com sistemas continuos através da utilizagao de
técnicas como a discretizacao dos possiveis resultados [99, 100], quase nao existem
desigualdades de Bell pensadas diretamente para varidveis continuas.

Uma excecao notavel é a desigualdade de Bell introduzida recentemente por
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Cavalcanti, Foster, Reid ¢ Drummond (CFRD) [101] para o cendrio (n,2,0), com n
e o arbitrarios, que é valida, em particular, no caso de variaveis continuas em que
o — 00. Esta desigualdade serd introduzida na secao 5.2. Posteriormente, faremos
uso do critério de Shchukin-Vogel discutido na secao 2.3.3 para mostrar que esta
desigualdade, com duas quadraturas arbitrarias como escolha de medida para cada
parte, nunca é violada por estados multipartites com transposta parcial positiva.
Com isso, provamos a conjectura de Peres neste importante cenario. Este constitui
o primeiro resultado desta natureza para sistemas de variaveis continuas, e nos leva
um passo a frente no entendimento da relacao entre emaranhamento e nao-localidade

quanticos.

5.2 Desigualdade de Bell-CFRD

Em [101], os autores utilizam o fato de que a variancia de qualquer funcdo de
variaveis aleatdrias deve ser necessariamente positiva para obter desigualdades de
Bell muito gerais. Escolhendo-se fungoes de observaveis locais, podem ser achadas
discrepancias entre as previsoes classicas e quanticas, usando-se s6 o fato de que no
caso quantico estes observaveis sao operadores hermiteanos, enquanto que no caso
dos modelos locais de variaveis ocultas os observaveis sao niimeros, especificados a
priori pelas variaveis ocultas, e que, diferentemente dos operadores, sempre comu-
tam entre si. Utilizando esta idéia, os autores recuperam importantes desigualdades
de Bell, como as de Mermin, Ardehali, Belinskii e Klyshko (MABK) [102, 103, 104].
Para nés, resultard mais importante o fato de que a abordagem de CFRD ¢ valida
também para observaveis nao limitados, o que leva a desigualdades de Bell para
variaveis continuas.

Consideramos uma fungao complexa C,, dos observéveis reais locais { Xy, Yy},

onde k rotula as diferentes partes, definida como:

n

Cp = Xy + 1Y, = [ [ (X + i), (5.1)
k=1

Aplicando a positividade da variancia (B)? < (B?) das partes real (X,,) e imaginaria

(Y,), e assumindo varidveis ocultas locais (isto é, impondo que os comutadores se
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anulem), obtemos [101]:

n
(Xn)? 4+ (¥a)? < <H(Xzf + Yzf)> : (5.2)
k=1
Esta desigualdade deve ser satisfeita para modelos de varidveis ocultas locais para
qualquer conjunto de observéveis { Xy, Y; }, independentemente do espectro dos mes-
mos. Em particular, é valida para observaveis continuos.
Consideramos agora, para cada parte k, duas quadraturas arbitrarias definidas
através dos operadores de aniquilacao a e criagao &J,L como:
X’k = ape % + d,tew’“,
(5.3)
Y, = agetOktontsin/2) | &Lei(ﬁk-&-ék-&-skﬂﬂ)‘
Em contraste com as quadraturas definidas em (2.1), introduzimos aqui a liberdade
de escolha dos angulos 6, assim como a possibilidade de termos quadraturas nao
ortogonais através da variagao dos parametros J;, que quantificam o afastamento da
ortogonalidade, com —7/2 < §; < m/2. Introduzimos também, por comodidade, os
parametros s = £1, e omitimos o fator de escala, que resulta aqui irrelevante. Com
estes parametros, todas as possiveis escolhas de angulos estao cobertas, notando
que d; = —7/2, /2 corresponde & medida de uma tunica quadratura. O cendrio de
medida estudado em [101] é um caso particular de (5.3) com d; = 0.

Definimos agora novos operadores by, e b; como:

R (Xk + ez‘skw/Q}“fwewk

b, = ,

g 2+/cos 0y, (5.4)
[;T _ (Xk: + e_iskﬂ'/QYk)e_igk ’

e = )

24/c08s 0,
T

Estes operadores satisfazem, da mesma forma que a; e a,, a relacao de comutacao
usual para operadores de aniquilagao e criagao [bg, b,t] = 1, independentemente dos

sg. Invertendo estas definicoes, temos
X, = /cos (l;ke_ia’“ + Z;Lew’“> ,
V., = \/cos o, <6ke—i(9k+sk7r/2) X Bzei(eﬁsw/z)) '

Inserindo finalmente estes operadores em (5.2), obtemos a desigualdade de Bell-

) ) <H (g;;g;k n %)> , (5.6)

(5.5)

CFRD para quadraturas arbitrarias:

)
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com By(1) = by, e Bp(—1) = b}.

5.3 Nao-localidade e transposta parcial

Faremos, agora, uso do critério de Shchukin-Vogel multipartite apresentado na
secao 2.3.3 para provar que qualquer estado que viole a desigualdade de Bell-CFRD
generalizada (5.6) necessariamente tem transposta parcial negativa de acordo com
alguma biparticao.

Comecemos expandindo os produtos do lado direito da desigualdade (5.6) como:

(154 )) e 5 () s T 3 ) o

1= 11=119>171

+%ZZ"‘ 3 <NNN>+<1;[Nk>

11=119>171 tn—1>Tp—2
(5.7)

onde fizemos uso dos operadores de nimero, definidos como N, = lA)LlT)k Tomemos
agora todos os termos do lado direito da equagao (5.7) menos o tltimo e chamemos

S? a soma deles, de forma que:

<1;[ (Nk+%)> = 5%+ <1;[Nk> (5.8)

Notamos que S? é uma quantidade nao negativa, ja que o valor médio de um pro-
duto de operadores de niimero é sempre nao negativo. Podemos entao reescrever a

desigualdade (5.6) como:

O ponto chave da prova é perceber que, para cada escolha de parametros sg, o
lado esquerdo da equagao (5.9) é simplesmente um dos menores principais da ma-
triz M! definida em (2.16), sempre que escolhamos a biparticao I apropriadamente
(usando agora os operadores b no lugar dos ¢} que aparecem na definicdo). O

menor principal no qual nos focaremos é:

1 (T Buts))

P maes)  w

, (5.10)
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onde 17 depende da bipartigao I. Com o objetivo de recuperar a desigualdade (5.9),
precisamos que 1y = <Hk Nk>

Olhando para a forma dos elementos da matriz de momentos M’! dada na
equagao (2.16), notamos que os indices que rotulam o elemento da diagonal que
tem um operador de criagao I;L e um operador de aniquilagao I;k em ordem normal
(os operadores de criagao a esquerda dos de aniquilagao) sao I =1, k, =0, pp =0
e qr = 1. Obtemos assim o operador de ntmero Nk, independentemente de k per-
tencer ou nao a I. O elemento superior a direita estd rotulado, para a parte k, por
I, =0,k =0, pp =0eqp =1. Se temos a escolha de medida s = —1, queremos
que isto corresponda a um operador de criacao BJ,L aparecendo nesta posi¢ao (pois
Bk(—l) = ZA)L), o que significa que nossa biparticao I deve incluir a parte k. De
forma oposta, se temos para outro k a escolha s, = 1, k nao deve formar parte de I.

Assim, se escolhemos a biparticao rotulada por I como aquela que inclui todas

as partes com escolha de medida s; = —1, obtemos o valor desejado n; = <Hk Nk>

DI = <H Nk> — <H Ek(sk)> <H Bk(—sk)> ) (511)

Segue que qualquer violagao da desigualdade (5.9) implica que D! < 0, e portanto o

e, portanto,

estado que a viola deve ter transposta parcial negativa de acordo com a biparticao
1, o que conclui a prova.

Notamos que se todos os s, sao iguais a 1 ou —1, isto corresponde respectivamente
aos casos I = 0 e I = N, o que significa que ndo hd transposicao alguma (ou
transpomos todas as partes, o que é equivalente). Como mencionamos na segao 2.3.3,
neste caso a positividade dos menores nos informa da positividade do préprio estado,
ao invés da positividade da sua transposta parcial. Uma violagao para esta escolha
de parametros significaria portanto que o estado nao é semi-definido positivo, o que

¢é nao fisico.
5.4 Aplicabilidade da desigualdade CFRD

Como discutimos na secao 5.1, as desigualdades de variaveis continuas constituem

um caminho promissor para a ansiada demonstracao experimental da violacao de
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desigualdades de Bell fechando os furos existentes. Como mencionamos, a medida
de quadraturas do campo permitiria a utilizacao de fétons viajando em sentidos
opostos, que podem ser detectados em eventos separados espacialmente e fechar
assim o furo de localidade. Ao mesmo tempo, poderiamos fazer uso de medida
homodina para aumentar a eficiéncia de deteccao, até fechar o furo de eficiéncia.
Neste contexto, a desigualdade CFRD parece ser uma excelente candidata para
uma demonstragao sem furos da nao-localidade quantica. Porém, mostraremos aqui
que esta desigualdade nunca é violada para medidas de quadraturas em duas partes,
o que reduz a sua aplicabilidade.

Um exemplo de violacao utilizando quadraturas foi apresentado no artigo ori-
ginal [101] para um estado tipo GHZ, mas de 10 partes. Foi ainda provado que a
violagao cresce exponencialmente com o nimero de modos. No entanto, este é um
nimero muito grande para implementar experimentalmente, pois seria necessario,
além da criacao do estado, distribui-lo em 10 lugares distantes e detecta-lo em 10
eventos separados espacialmente, o que é implausivel com a tecnologia atual. Assim,
apesar da sua elegancia e relevancia conceitual, nao existe hoje um esquema plausivel
do ponto de vista experimental que permita uma violacao da desigualdade CFRD.
A existéncia de tal esquema é uma interessante questao em aberto.

Comecgamos considerando sistemas de duas partes com medidas em quadraturas
arbitrarias. Aplicando a positividade da variancia para as partes real e imaginaria
de Cs, definida em (5.1) e retendo os termos que contém comutadores, obtemos:

2

(X2)® + (Y2)” — <H(X;3 + Yk2)> < — (X, Y][X,, Yal) . (5.12)

B2

J/

A desigualdade de Bell-CFRD (5.2) segue impondo que o lado direito desta equagao
seja igual a zero, ja que os comutadores se anulam para modelos de varidveis ocultas
locais, e o que nos resta é 35 < 0. Para ter uma violagao devemos, portanto, achar
um estado tal que (3 > 0. Mostraremos, no entanto, que isto nunca pode acontecer
com a escolha de medidas (5.3). De fato, com essa escolha, o lado direito de (5.12)
é igual a 45185 cos 07 cos b9, e temos portanto Gy < 45185 cos d; cosds. Se escolhemos

parametros diferentes, s; = —so = £1, temos que B < 45189 cosd; cosdy < 0 para



5.5 Extensao para medidas arbitrarias 99

todo estado quantico, e nao pode portanto haver violacao. Como ja discutimos para

n arbitrario, nunca pode existir violacao quando todos os s sao iguais.

5.5 Extensao para medidas arbitrarias

Abordaremos, agora, a extensao da prova da conjectura de Peres para a desigual-
dade CFRD com medidas de quadraturas apresentada na secao 5.3 para medidas
arbitrarias. Ja nao faremos isso através do critério de Shchukin-Vogel, mas utilizando
um formalismo matemdtico mais geral, adaptado das técnicas usadas em [105] para
abordar a conjectura de Peres nas desigualdades MABK.

A partir da definigao de C,, dada na equacgio (5.1), calculamos C!C, para as
expressoes dos lados esquerdo e direito da segunda igualdade em (5.1). A partir do

lado esquerdo, temos:

cie, = X2+ Y2 +i[X,.Y,)]. (5.13)

Mantemos agora os comutadores, pois desejamos tratar justamente o caso quantico
(embora nao fagamos uso do chapéu por claridade). A partir do lado direito de (5.1)

obtemos:

n

CiC, = (X7 + Y2 +ilXe. vi]) = Y i [[Xe Vil @ [[(X2 + V7)., (5.14)
k=1 Jé] kep 1¢3

onde a soma é realizada sobre todos os possiveis subconjuntos de partes 3 C
{1,---,n} (o que inclui o conjunto vazio @) e o de todas as partes N), e |3 in-
dica a cardinalidade do subconjunto, isto é, o nimero de elementos dele. Tomando

a parte real destas expressoes, obtemos:

X24+v2=>"i[Ixe vl @ [T(X7 +Y2). (5.15)
G par keg l¢p
Denominamos agora a C {1,---,n} o subconjunto das partes sobre as quais

aplicamos a transposta parcial e repetimos o calculo anterior, mas aplicando a trans-
posigao parcial T}, aos operadores antes e depois de formar o produto C!C,,. Nota-
mos que os termos que contém operadores ao quadrado nao sao afetados por esse

processo de transposicao:

2\ T T,
(X)) " = (X xT)™ = XX, = X2, (5.16)
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e analogamente para Y}, enquanto que os termos que possuem comutadores ganham

um sinal sob esta operagao:
Ta

[Xie, Yo = (Xeye = VX)) = VX, — XoYy = —[X,, Vi (5.17)

Obtemos assim:
- - Ta
((FF2+ @2) " = S e T vl o [T +7). (5.18)
B par keg l¢p
A tnica diferenga entre os lados direitos das equagoes (5.18) e (5.15) é o fator
(—1)'“5', que vem, justamente, do efeito das operacoes de transposicao sobre os
termos que envolvem comutadores detalhado na equagao (5.17). O numero de fatores
(—1) é a cardinalidade da intersecgdo dos conjuntos a e 3, pois para cada parte
havera troca de sinal se ela estiver associada a um comutador no termo em questao
(k € B) e, além disso, estiver no conjunto das partes transpostas (k € ).
Assumimos agora um estado p que tenha transposta parcial positiva segundo

qualquer particio c, isto é, assumimos que p’® é um estado fisico para todo a.

Podemos entao limitar superiormente o lado esquerdo da desigualdade CFRD (5.2)

usando este fato e aplicando a positividade das variancias da seguinte forma:
~ ~ N2 N\ 2
(Xo)? + (Vo) = tr (an) +tr (pYn>

~\ 2 o\ 2
= tr <pT‘*X;;F“> +tr (pTD‘YnTO‘>

<tr :pTa(X'Z“)Q} + tr [pT"(?f")z] (5.19)

= o (REP) ] o o (697) "]

. :p ((50)+ (f/ga)?)“] .

Nesta expressao, tomamos a média sobre todos os subconjuntos a. O lado esquerdo,

vindo da desigualdade CFRD, nao ¢ afetado por essa operacao. Para tratar o lado

direito utilizamos a expressdo (5.18), onde a s6 aparece no fator (—1)*8l do qual
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podemos entao calcular a média. Para isso, notemos que a média da paridade de
todos os subconjuntos de qualquer conjunto (menos o vazio) se anula, ng<_1)lvl =

0, sempre que I' # (). Fazendo uso desse resultado, é ficil concluir que

> (=1l =, (5.20)

07

sempre que 3 # (). No caso em que 3 = (), a média desejada é simplesmente a soma

de 2" termos iguais a um. Resumindo os dois casos, obtemos:

D (1)l = 2nggy, (5.21)

(0%
onde ¢ ¢é a delta de Kronecker.
Assim, 86 o termo correspondente a § = () na soma da expressao (5.18) sobrevive

no limite superior achado em (5.19), que resulta:

(X)? + (Ya)* < <H (Xi + Yk2)> : (5.22)
keN

Esta expressao nada mais é do que a prépria desigualdade CFRD dada na equagao (5.2),

o que mostra que, sob a hipotese de transposta parcial positiva para qualquer

particao «, o estado p satisfaz a desigualdade de Bell-CFRD para medidas ar-

bitrarias. Em outras palavras, qualquer estado que viole esta desigualdade deve

necessariamente ter uma transposta parcial negativa.
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Ao longo desta tese, abordamos o problema do emaranhamento quantico através de
diferentes aspectos. Em primeiro lugar, tratamos da detec¢do do emaranhamento,
em sistemas tanto discretos como continuos. Nossa contribui¢ao consistiu, no caso
de sistemas discretos, num protocolo para realizar a tomografia minima e étima
de um qubit através da medida de um unico observavel em um sistema auxiliar.
Mostramos como, usando este protocolo, pode se obter a concurréncia de um estado
puro de dois qubits medindo um tunico observavel. Apresentamos também uma
proposta realista de implementacao usando fons aprisionados.

No caso de sistemas continuos, apresentamos a primeira observacao experimental
de emaranhamento nao-Gaussiano genuino. Para isto, tivemos que achar um estado
de plausivel preparacao no laboratorio, cujo emaranhamento fosse ao mesmo tempo
detectado por um critério de momentos de alta ordem e invisivel para todos os
critérios de segunda ordem. Apds este desenvolvimento tedrico, implementamos o
estado e realizamos a comprovagao experimental usando o perfil dos fotons gerados
por conversao paramétrica descendente.

Tratamos, em segundo lugar, do problema da dinamica do emaranhamento,
concentrados no caso relevante da evolucao de sistemas em contato com o meio
ambiente. Comecamos realizando uma comparacao experimental da dinamica do
emaranhamento e dos subsistemas constituintes, incluindo a primeira observacao
experimental da morte sibita do emaranhamento. Para isto, introduzimos uma
montagem versatil que utiliza os graus de liberdade de polarizacao e caminho de
pares de fétons emaranhados, e que é capaz de implementar diversas dinamicas.

Como parte do estudo da dinamica do emaranhamento, realizamos também

uma analise tedrica da sua robustez como funcao do tamanho do sistema, através
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da introducao de limites superiores na quantidade do emaranhamento do sistema.
Comprovamos que ele se torna cada vez mais fraco ao aumentarmos o nimero
de particulas emaranhadas em estados do tipo GHZ, e submetidas a acao de di-
versas dinamicas. Fizemos isto nao para um caso particular de quantificador do
emaranhamento, mas para qualquer quantificador convexo. Analisamos também a
possivel extensao dos limites achados para estados mais gerais, comprovando que, em
principio, pode haver estados cujo emaranhamento seja robusto frente ao incremento
de particulas do sistema.

Finalmente, abordamos a questao fundamental da relacao do emaranhamento
com o conceito de nao-localidade quantica, demonstrando que qualquer estado nao-
local deve ter transposta parcial negativa no caso da desigualdade de Bell-CFRD.
Isto constitui a primeira prova da validez da conjectura de Peres no ambito das
variaveis continuas.

Embora tenhamos aqui apresentado somente as contribuicoes ja concluidas, con-
tinuamos com o estudo destes problemas em varias frentes. No caso da deteccao do
emaranhamento, além da observagao do voértice éptico nao-local e a medida da ma-
triz de covariancia completa realizadas usando uma montagem similar a apresentada
no capitulo 2 e referidas na secao 2.7, temos contribuido no desenvolvimento tedrico
de um critério de emaranhamento para variaveis continuas baseado em entropias,
que encontra-se em processo de preparacao.

Em relagao ao topico de nao-localidade, estao em andamento mais duas pesquisas
que nao acharam espaco nesta tese. Em primeiro lugar, uma familia extremamente
geral de desigualdades de Bell baseada na positividade das variancias esta sendo es-
tudada, assim como também a possivel validez da conjectura de Peres neste amplo
caso. Esta pesquisa encontra-se em andamento e esperamos poder submete-la para
publicagao em breve. Em segundo lugar, estamos estudando a proposta e violagao
experimental de um critério EPR usando o aparelho do capitulo 2. Os resulta-
dos preliminares obtidos foram positivos e acreditamos que poderemos submeter o
trabalho em pouco tempo.

Em soma, o problema do emaranhamento foi estudado desde varios pontos de

vista complementares, e ainda desde uma perspectiva tanto tedrica como experi-
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mental. Obtivemos assim uma visao extremamente ampla do problema, o que nos
permitiu realizar contribui¢oes em aspectos dissimiles. Os nossos resultados apon-
tam para a plausibilidade do emaranhamento como recurso fisico para processar
informacao, ao mesmo tempo que indicam que, dada a complexidade do problema,
faz-se necessario ainda que alcancemos um nivel de compreensao bem maior que o
atual para sermos capazes de manipular informacgao quantica de forma satisfatéria.
No entanto, acreditamos que dado o admiravel nivel de controle experimental que
esta sendo atingido hoje em dia nos laboratérios, os sistemas quanticos estao prestes
a invadir nossa experiéncia cotidiana em formas multiplas e ainda nao imaginadas.
Se hoje em dia o contato cotidiano com manifestacoes de fenomenos quanticos ja é
um fato, como no caso dos iniimeros aparelhos eletronicos que nos rodeiam, em breve
veremos este efeito amplificado enormemente, até o ponto em que um mundo sem
tecnologia quantica resulte impensavel, como seria hoje um mundo sem o conforto

eletromagnético.
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be achieved with present-day experimental techniques.

DOI: 10.1103/PhysRevA.74.060303

Even if entanglement was spotted as a key feature
of quantum mechanics in the early days of the theory [1], it
was only with the advent of quantum information science
that a great deal of attention has been drawn to the problems
of characterizing, properly quantifying, and ultimately
measuring entanglement [2].

Until recently, measurements of entanglement had only
been achieved indirectly by performing measurements on
several noncommuting observables of the system and then
adequately combining the results [3]. A direct measurement
of concurrence (previously shown to be a proper entangle-
ment measure [4]), however, was reported in [5], in which
two copies of the state were used simultaneously, following
an idea in [6]. Although this experiment constitutes a land-
mark on the path towards fully understanding quantum en-
tanglement, a simpler measurement, which does not involve
simultaneous copies, is desirable.

In the simplest case where we deal with a pure state of
two qubits, one way to address the problem is to take advan-
tage of a well-known relation between the bipartite concur-
rence and the reduced density matrix of either subsystem [7]:

C*=4detp,, (1)

where p, is the reduced density matrix of one of the qubits
and C is the bipartite concurrence. Hence, the concurrence of
the system can be obtained by performing the tomography of
only one of the qubits.

In Ref. [8], Rehdgek et al. presented a protocol for opti-
mal minimal qubit tomography, in which all information per-
taining to the state of one qubit is obtained by measuring the
population of the states of two ancillary qubits, which are
previously entangled with the target qubit by nonlocal opera-
tions. In a loose sense, information of the measured qubit is
“written” in the ancillas: the three values (d,), (d,), and (J)
necessary for qubit tomography are encoded into the four
probabilities P (j,k=0,1) of the ancillary system to be
found in each state |jk), of which only three are independent
because of the unity sum requirement. An implementation
where the qubit was encoded in linear photon polarizations
and different paths in an optical interferometer played the
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role of ancillary qubits was also proposed. Later on, this
proposal was experimentally achieved [9].

The aim of this article is twofold: first, we want to point
out the fact that concurrence for a two-qubit pure state can be
obtained through measurement of the probability distribution
of the spectrum of a single observable, without the need of
simultaneous copies of the state. This is achieved by per-
forming a minimal and optimal tomography of one of the
qubits via a single measurement on an ancillary four-
dimensional system. The tomography is minimal in the sense
that no redundant information is obtained from the measure-
ments (as opposed to the standard procedure) and optimal in
that it achieves maximum accuracy in determining an un-
known state [8]. Even if the procedure developed in [8]
could in principle be used for such an end, we will use in-
stead a tomographic protocol of our own, in which the fact
that the probability distribution of the spectrum of a single
observable is being measured appears naturally. By introduc-
ing a four-level qudit as our ancillary system, we are able to
“write” the three desired values in the populations of the four
levels of the ancilla Pg, Pgr, Pg, and Pp/, of which only
three are independent. By choosing these states to have dif-
ferent energies, we can pick the observable to be the
energy of the ancilla.

Second, we propose an implementation of the protocol for
a system of trapped ions, which is achievable with present-
day experimental techniques. Our protocol proves simpler to
implement for this kind of system than that in [8], for it uses
one fewer ancilla, which means that one fewer ion is
involved.

In what follows, we will denote by |x) the two-qubit pure
state on which tomography of one qubit is to be performed
and |G), |G"), |E), and |E') the four distinct states of the
ancilla. We will make use of two kinds of operations.

(i) Rotations between ancillary states. These are denoted
by ﬁLK(0)=eXp(—igé*f1K), where ¢/K is one of the Pauli op-
erators (a € {x,y,z}) defined on the subspace spanned by the
arbitrary states |J) and |K):

678 = |[K)J| + [IK

s

" =~ i(|K)J| = [IXK

y

),
678 = |[KXK]| = 7)) 2)

(ii) Controlled operations applied to the target qubit and
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absence of miR-208, the expression of BMHC is
severely blunted in the adult heart in response to
pressure overload, activated calcineurin, or hypo-
thyroidism, suggesting that the pathways through
which these stimuli induce BMHC transcription
share a common miR-208-sensitive component
(Fig. 6). In contrast, BMHC expression was un-
altered in the hearts of newborn miR-208 '~ mice,
demonstrating that miR-208 participates specifi-
cally in the mechanism for stress-dependent
regulation of BMHC expression.

A clue to the mechanism of action of miR-208
comes from the resemblance of miR-208 hearts
to hyperthyroid hearts, both of which display a
block to PMHC expression, up-regulation of
stress-response genes (29, 30), and protection
against pathological hypertrophy and fibrosis
(31, 32). The up-regulation of fast skeletal mus-
cle genes in miR-208 " hearts also mimics the
induction of fast skeletal muscle fibers in the
hyperthyroid state (33). T3 signaling represses
BMHC expression in the postnatal heart, and
PTU, which causes hypothyroidism, induces
BMHC (2, 21). The inability of PTU to induce
BMHC expression in miR-208" hearts further
implicates miR-208 in the T3 signaling pathway.

Our results suggest that miR-208 acts, at least
in part, by repressing expression of the TR
coregulator THRAP1, which can exert positive
and negative effects on transcription (34, 35). The
TR acts through a negative TRE to repress pMHC
expression in the adult heart (2). Thus, the increase
in THRAP1 expression in the absence of miR-208
would be predicted to enhance the repressive
activity of the TR toward BMHC expression,
consistent with the blockade to BA/HC expression
in miR-208 ' hearts. In contrast, the regulation of
oMHC and BMHC expression during develop-
ment is independent of T3 signaling (2) and is
unaffected by miR-208. Notably, other TR target
genes, such as phospholamban and sarco(endo)
plasmic reticulum calcium ATPase 2a and glu-

cose transporter 4 were expressed normally in
miR-208 mice (fig. S7). It has been proposed
that the BMHC gene may respond to specific TR
isoforms (36-38). Perhaps THRAP1 acts on
specific TR isoforms or selectively on a subset
of TR-dependent genes through interactions
with promoter-specific factors. Because miRNAs
generally act through multiple downstream tar-
gets to exert their effects, additional targets are
also likely to contribute to the effects of miR-208
on cardiac growth and gene expression.

Relatively minor increases in MHC com-
position, as occur during cardiac hypertrophy and
heart failure, can reduce myofibrillar ATPase
activity and systolic function (9). Thus, ther-
apeutic manipulation of miR-208 expression or
interaction with its mRNA targets could poten-
tially enhance cardiac function by suppressing
BMHC expression. Based on the profound in-
fluence of miR-208 on the cardiac stress response,
and the regulation of numerous miRNAs in the
diseased heart (19), we anticipate that miRNAs
will prove to be key regulators of the functions
and responses to disease of the adult heart and
possibly other organs.
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Environment-Induced Sudden
Death of Entanglement

M. P. Almeida, F. de Melo, M. Hor-Meyll, A. Salles, S. P. Walborn,

P. H. Souto Ribeiro, L. Davidovich*

We demonstrate the difference between local, single-particle dynamics and global dynamics of
entangled quantum systems coupled to independent environments. Using an all-optical
experimental setup, we showed that, even when the environment-induced decay of each system is
asymptotic, quantum entanglement may suddenly disappear. This “sudden death” constitutes yet
another distinct and counterintuitive trait of entanglement.

he real-world success of quantum com-

I putation (/, 2) and communication (3—9)
relies on the longevity of entanglement in
multiparticle quantum states. The presence of

decoherence (/0) in communication channels
and computing devices, which stems from the
unavoidable interaction between these systems
and the environment, degrades the entanglement

when the particles propagate or the computation
evolves. Decoherence leads to local dynamics,
associated with single-particle dissipation, diffu-
sion, and decay, as well as to global dynamics,
which may provoke the disappearance of en-
tanglement at a finite time (//—15). This phe-
nomenon, known as “entanglement sudden
death” (15), is strikingly different from single-
particle dynamics, which occurs asymptotically,
and has thus stimulated much recent theoretical
work (/1-15). Here we demonstrate the sudden
death of entanglement of a two-qubit system
under the influence of independent environ-
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Quantum Nonlocality and Partial Transposition for Continuous-Variable Systems
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A continuous-variable Bell inequality, valid for an arbitrary number of observers measuring observables
with an arbitrary number of outcomes, was recently introduced [Cavalcanti et al., Phys. Rev. Lett. 99,
210405 (2007)]. We prove that any n-mode quantum state violating this inequality with quadrature
measurements necessarily has a negative partial transposition. Our results thus establish the first link
between nonlocality and bound entanglement for continuous-variable systems.

DOI: 10.1103/PhysRevLett.101.040404

During most of the history of quantum mechanics, the
concepts of entanglement and nonlocality were considered
as a single feature of the theory. It was based on the
discussion of nonlocality started by Einstein, Podolsky,
and Rosen [1] that Schrodinger stressed the importance
of entanglement in the understanding of quantum systems
[2]. Later, Bell derived experimentally testable conditions,
known as Bell inequalities, to verify the nonlocal character
of entanglement [3].

It was only with the recent advent of quantum informa-
tion science that the relation between these two concepts
started to be considered in depth. On one hand, we need
entanglement for a state to be nonlocal, where by non-
locality we understand incompatibility with local-hidden-
variable (LHV) models [4]. But, on the other hand, we
know that some entangled states admit a LHV model [5].
The situation is even richer due to the fact that there exist
other meaningful scenarios where sequences of measure-
ments [6] or activationlike processes [7] allow detecting
the hidden nonlocality of quantum states. More in general,
the relation between these concepts is still not fully under-
stood. Clarifying this relation is highly desirable, for it
would lead us to ultimately grasp the very essence of
quantum mechanics.

One way to tackle this problem is by studying the
relation between nonlocality and other concepts regularly
related to entanglement. In this direction, Peres conjec-
tured [8] that any state having a positive partial transposi-
tion (PPT) should admit a LHV model, or, equivalently,
any state violating a Bell inequality should have a negative
partial transposition (NPT). Partial transposition has been
proven one of the most useful tools in the study of entan-
glement. As shown by Peres [9], any NPT state is neces-
sarily entangled. However, positivity of the partial
transposition (PPT) represents a necessary, but not suffi-
cient, condition for a state to be separable. Indeed, partial
transposition is just the simplest example of positive maps,
linear maps that are useful for the detection of mixed-state
entanglement [10]. A second fundamental result on the
connection between partial transposition and entanglement

0031-9007/08 /101(4)/040404(4)
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was to notice that all PPT states are nondistillable [11]. In
other words, if an entangled state is PPT, it is impossible to
extract pure-state entanglement out of it by local opera-
tions assisted by classical communication, even if the par-
ties are allowed to perform operations on many copies of
the state. In this way, PPT entanglement was regarded, for a
long time, as a useless kind of quantum correlation [12].

Proving (or disproving) Peres’ conjecture in full gener-
ality represents one of the open challenges in quantum
information theory. The proof of the conjecture has up to
now been achieved only for some particular cases; if we
label the nonlocality scenario as is customary by the num-
bers (n, m, 0), meaning that n parties can choose between
m measurement settings of o outcomes each, the most
general proof obtained so far is for correlation Bell in-
equalities in the (n, 2, 2) case [13,14]. To our knowledge,
there is no result for a larger number of settings and/or
outcomes and, in particular, for the relevant case of
continuous-variable (CV) systems. These systems are
very promising for loophole-free Bell violations, due to
the high efficiency achieved in homodyne detection [15].

Unfortunately, there have been few results so far on Bell
inequalities for CV systems [16]. Recently, Cavalcanti,
Foster, Reid and Drummond (CFRD) introduced a very
general Bell inequality for the (n, 2, 0) scenario with arbi-
trary n and o, which works in particular when o — oo, the
CV case. We make use of the Shchukin and Vogel (SV)
NPT criterion [17] to show that the CFRD inequality with
two arbitrary quadratures as settings on each site is not
violated for multipartite PPT states, thus proving Peres’
conjecture in this relevant scenario. This is the first result
on the connection between partial transposition and Bell
inequalities for CV systems, and takes us a step further in
understanding the relation between entanglement and non-
locality. After proving this result, we discuss the practical
applicability of the CFRD inequality, showing that no two-
mode quantum state can violate it when performing two
homodyne measurements on each site.

CFRD Bell inequality.—In Ref. [18], the authors use the
fact that the variance of any function of random variables

© 2008 The American Physical Society
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Experimental investigation of the dynamics of entanglement: Sudden death, complementarity,
and continuous monitoring of the environment
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We report on an experimental investigation of the dynamics of entanglement between a single qubit and its
environment, as well as for pairs of qubits interacting independently with individual environments, using
photons obtained from parametric down-conversion. The qubits are encoded in the polarizations of single
photons, while the interaction with the environment is implemented by coupling the polarization of each
photon with its momentum. A convenient Sagnac interferometer allows for the implementation of several
decoherence channels and for the continuous monitoring of the environment. For an initially entangled photon
pair, one observes the vanishing of entanglement before coherence disappears. For a single qubit interacting
with an environment, the dynamics of the complementarity relations connecting single-qubit properties and its
entanglement with the environment is experimentally determined. The evolution of a single qubit under con-
tinuous monitoring of the environment is investigated, demonstrating that a qubit may decay even when the
environment is found in the unexcited state. This implies that entanglement can be increased by local continu-
ous monitoring, which is equivalent to entanglement distillation. We also present a detailed analysis of the
transfer of entanglement from the two-qubit system to the two corresponding environments, between which
entanglement may suddenly appear, and show instances for which no entanglement is created between dephas-
ing environments, nor between either of them and the corresponding qubit: the initial two-qubit entanglement

gets transformed into legitimate multiqubit entanglement of the Greenberger-Horne-Zeilinger type.

DOI: 10.1103/PhysRevA.78.022322

I. INTRODUCTION

Entanglement plays a central role in quantum mechanics.
The subtleties of this phenomenon were first brought to light
by the seminal paper of Einstein, Podolsky, and Rosen [1],
published in 1935, and by those of Schrodinger [2,3], pub-
lished in 1935 and 1936. It took, however, approximately 30
years for its essential distinction from classical physics to be
unmasked by Bell [4], and another 30 years for the discovery
that entanglement is a powerful resource for quantum com-
munication [5-10]. It was also found in the 1990s to play an
important role in quantum computation algorithms [11]. Fur-
thermore, it plays a key role in the behavior of macroscopic
quantities like the magnetic susceptibility at low tempera-
tures [12]. Yet the dynamics of entangled systems under the
unavoidable effect of the environment is still a largely un-
known subject, in spite of its fundamental importance in the
understanding of the quantum-classical transition, and its
practical relevance for the realization of quantum computers.

The absence of coherent superpositions of classically dis-
tinct states of a macroscopic object is analyzed by decoher-
ence theory [13,14], which shows that the emergence of the
classical world is intimately related to the extremely small
decoherence time scale for macroscopic objects. Within a
very short time, which decreases with increasing size of the
system, an initially coherent superposition of two classically
distinct states gets transformed into a mixture, due to the
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entanglement of the system with the environment. The decay
dynamics is ruled, within a very good approximation, by an
exponential law.

Detailed consideration of the dynamics of entangled states
requires the definition of proper measures of this quantity.
For pure states, one can use the von Neumann entropy [11]
associated with each part, or alternatively the corresponding
purity, defined by the so-called linear entropy [15,16].
The idea is that the more entangled is some partition of a
multipartite state, the more unknown is the state of each part.

However, systems undergoing decoherence do not remain
pure. A mixed state of N parties is separable if it can be
written as a convex sum of products of density matrices cor-
responding to each part [17]:

Q=2 pul1,® @ Qy,, (1)
y73

where the index w refers to the uth realization of the state
and > p,=1, with p,=0.

Entanglement measures for mixed states have been de-
fined for systems with dimension up to six [18-20], but for
larger dimensions this problem has not yet been solved. For
two-qubit systems, Wootters [ 18] introduced the concurrence
as a measure of entanglement.

It was shown by Peres [19] that, if the partial transpose of
the density matrix of a multipartite system with respect to
one of its parts has negative eigenvalues, then the state is
necessarily entangled. Thus, a non-negative partial transpose

©2008 The American Physical Society
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We derive analytical upper bounds for the entanglement of generalized Greenberger-Horne-Zeilinger states
coupled to locally depolarizing and dephasing environments and for local thermal baths of arbitrary tempera-
ture. These bounds apply for any convex quantifier of entanglement, and exponential entanglement decay with
the number of constituent particles is found. The bounds are tight for depolarizing and dephasing channels. We
also show that randomly generated initial states tend to violate these bounds and that this discrepancy grows

with the number of particles.

DOI: 10.1103/PhysRevA.79.032322

I. INTRODUCTION

Impressive experimental progress in the manipulation of
composite quantum systems toward real-world applications
of quantum information and communication theory has taken
place over the last few years. The controlled production of
genuinely multipartite entangled states plays a central role in
this program and is crucial for the scaling of existing toy
quantum protocols to mature technologies. Among those, the
W [1] and Greenberger-Horne-Zeilinger (GHZ) [2] types of
entanglement play a paradigmatic role since they incarnate
characteristic traits and subtleties of multipartite entangle-
ment which allow, e.g., to implement protocols for secure
quantum communication.

Three photon W-type entanglement [3,4] and five- and
six-photon GHZ entangled states [5,6] have already been ob-
served. Very recently, a ten-party GHZ state was produced
using five hyperentangled photons [7]. GHZ states have also
been reported in cavity QED experiments [8] and for three
[9], four [10], and six [11] trapped ions. Eight ions were
prepared in a W state [12], and the controlled generation of
different multipartite entanglement families was shown in
[13]. Furthermore, the recent implementation of a robust and
extremely high-fidelity entangling gate of two ions [14]
opens the way to the controlled production of GHZ states of
a few tens of ions.

However, it is known that scaling multipartite entangled
states up to many constituents is haunted by the decoherence
processes arising from the unavoidable and (most times) det-
rimental interaction of the system degrees of freedom with
the environment. Complete disentanglement may even occur
at finite times [15-22,26-34], as experimentally demon-
strated in [23-25]. Tt is therefore vital for experimental
implementations to predict the time scales on which appre-
ciable amounts of entanglement will prevail under realistic
assumptions on the environment coupling. Theoretical stud-
ies of disentanglement dynamics for large systems were pre-
sented in [16,18,26-34], in particular for GHZ and W type
states. While Refs. [16,18,29] considered the scaling of the
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disentanglement time with the system size, Refs. [31,26,32]
put the focus on the scaling of the short time scale behavior
of entanglement, which allows for a much better character-
ization of the robustness of the initial state’s entanglement
under noise. In particular, it was shown in [31] that even if
the disentanglement time of GHZ states grows with the num-
ber of parties N, the residual entanglement (there quantified
by the negativity [35]) is reduced to arbitrarily small values
at times which decrease with N.

In the present paper, we expand the above studies to
larger classes of multipartite entangled states. We first inves-
tigate the scaling properties of disentanglement of mixed-
state generalizations of GHZ states, namely, generalized
GHZ-diagonal states. For systems subject to natural decoher-
ence models, analytical upper bounds can be derived for
their entanglement and for the associated scaling behavior
with the system size. Our findings are valid for any convex
entanglement measure. In addition, we numerically study the
entanglement dynamics of randomly generated states, quan-
tified in terms of the respective states’ negativity. Random
samples of pure initial states do not abide to the above-
mentioned bounds. Our numerical data suggest that the latter
discrepancy increases with the number of system constitu-
ents, which gives evidence of the exponential fragility of
GHZ entanglement against decoherence not being a generic
feature.

The paper is organized as follows. In Sec. II, we introduce
our notation and define the generalizations of the GHZ states
to be studied later. Section III defines our environment mod-
els. The analytical upper bounds for the entanglement, to-
gether with the resulting scaling behavior, are derived in Sec.
IV, where the tightness of these bounds is also assessed. Sec-
tion V compares the scaling of the properties of GHZ en-
tanglement to those of random pure states. Finally, Sec. VI
summarizes our conclusions.

II. GENERALIZED GHZ AND GHZ-DIAGONAL STATES

Originally, the GHZ state [2] was defined for three qubits
as a superposition of the many particle states of all of them

©2009 The American Physical Society



