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Resumo

Nesta dissertacao lidamos com o problema da transformacao de estados de polarizacao de um
ou dois fétons por meios que podem ser classicamente descritos por matrizes de Mueller. Em
especial tratamos de como as propriedades de despolarizacao de meios espalhadores levam
a redugao do emaranhamento e ao aumento do grau de mistura de estados emaranhados da
luz. Evidenciamos como o isomorfismo entre o estado de polarizagdo de uma onda plana e
sistemas quénticos de dois niveis (qubits) leva a um intercambio de ferramentas matematicas
uteis para descrever as transformacoes nesses estados. Deduzimos uma expressao que nos
permite calcular como o estado de dois f6tons provenientes de um processo de conversao pa-
ramétrica descendente espontanea é transformado por elementos com birrefringéncia variavel.
Estudamos o problema da simulacao do espalhamento de luz por meios diversos por sorteio
aleatorio de matrizes de Mueller e mostramos a influéncia do critério de sorteio nos resultados.
Em algumas partes fomos também capazes de comparar dados experimentais divulgados na

literatura com uma série de simulacées numéricas realizadas.
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Abstract

In this dissertation we address the problem of the transformation of the polarization states of
one or two photons by media that can be classically described in terms of Mueller matrices. In
particular, we show how the depolarization properties of scattering media lead to the reduction
of the entanglement and to the increase of the degree of mixedness of entangled states of
light. We show evidence of how the isomorphism between the polarization state of a plane
wave and two-level quantum systems (qubits) allows an exchange of mathematical tools useful
for describing the transformations of these states. Furthermore, we develop an expression to
compute how the two-photon state from a spontaneous parametric down conversion process
is transformed by a variable birefringent element. We study the problem of simulation of
light scattering by several kinds of media by random choice of Mueller matrices, and show
how the results are influenced by the random choice criteria. We are also able to confront

experimental results published in the literature with some numerical simulations.
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Capitulo 1

Introducao

A propagacao de radiagao eletromagnética por varios meios é o processo fundamental por tras
de intmeras tecnologias, das quais dependemos profundamente. Para nao sermos injustos
devemos lembrar que desde a histéria antiga o fogo ja era utilizado como ferramenta de
sinalizagdo — uma maneira primitiva de se utilizar a luz para comunicacao. No entanto foi s6 a
partir do final do século XIX que a civilizacao passou a exercer algum controle sobre os campos
eletromagnéticos, e conseguir tirar dai alguma engenharia. Em 1888 o fisico alemao Heinrich
Hertz realizou experimentalmente, pela primeira vez, ondas eletromagnéticas estacionarias;
ficando a cargo do engenheiro italiano Guglielmo Marconi realizar um telégro sem fio, em
1895, A partir dai assistimos a uma era de revolugdes, com uma explosdo de novas técnicas
e ferramentas que iriam encontrar uso em praticamente todos os campos do conhecimento.

A fisica béasica por tras da oOptica classica é razoavelmente bem compreendida, estando
contida nas equagoes de Maxwell para campos eletromagnéticos macroscopicos. No entanto
muitas sao as conseqiiéncias dessas equagoes, sendo necessario desenvolver alguns formalismos
em paralelo para tratar, de forma mais simples, as propriedades de interesse. Por exemplo,
podemos estar interessados nas propriedades de coeréncia do campo, ou entdao na evolugao
dos estados de polarizagao, cada caso sendo tratado via técnicas mateméticas particulares.
Inclusive as formas de se abordar um mesmo problema também sao multiplas. Suponha que
estamos interessados em estudar como algum meio ou dispositivo altera o estado de polari-
zacao do campo. Podemos tentar uma descricao tedrica no nivel microscopico, mas quando
a complexidade do problema aumenta, digamos, em problemas de espalhamento miltiplo de
luz ou propagacao por meios turbulentos, costuma-se dar énfase nos aspectos macroscépicos
do fenémeno. Atualmente ainda existe uma pesquisa muito intensa em 6ptica classica, mas
a chave para desenvolver novas aplicagoes continua sendo nossa capacidade de entender e
modelar os processos envolvidos.

Evidentemente existiam resultados experimentais que nao podiam ser explicados pela
teoria classica da luz. Uma dessas anomalias era a contradigdo entre as previsoes da teoria
ondulatéria da luz para a radiacao de um corpo negro, e os dados experimentais disponiveis;

discordancia essa que teve papel fundamental no desenvolvimento da mecénica quantica. Com

Tsto lhe rendeu o prémio Nobel de fisica, junto com Karl Braun, em 1909.
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o surgimento da teoria quantica da luz, algum tempo depois, varios novos fenémenos puderam
ser testados e explicados e, inevitavelmente, o apetite por novas possiveis aplicagdoes comegou
a crescer.

O recente campo da fisica, usualmente chamado de informacdo qudntica e computagdo
qudntica, tem como objetivo utilizar as propriedades nao-classicas da luz e da matéria para
realizar tarefas que classicamente sao ineficientes ou impossiveis. Recursos quanticos nos
permitem, por exemplo, protocolos de criptografia fundamentalmente segura [3|, ou o teleporte
de estados quénticos [4]. Evidentemente as propostas teoricas trouxeram consigo as primeiras
tentativas experimentais, onde entdo problemas de natureza pratica (e outros fundamentais)
comecgaram a dificultar a tdo sonhada computagao qudntica. Nas primeiras propostas teoricas,
o mundo ideal seria aquele em que foéssemos capazes de realizar transformacoes unitarias gerais
em certos estados quanticos, e que o mesmo estaria livre de qualquer interacdo com outros
sistemas que pudessem atrapalhar a evolugao desejada. No entanto, como era de se esperar,
isso dificilmente seria possivel. Por menor que seja, sempre haveré alguma interagao do sistema
de interesse com outros graus de liberdade, o que levaria & chamada descoeréncia, que pode
ser entendida como a perda das propriedades quanticas devido & interagao sistema-ambiente.

A teoria quantica da luz introduziu a noc¢ao de fétons — excitacbes do campo eletromag-
nético — em substituigado as ondas eletromagnéticas da o6ptica classica. Tao cedo surgiram as
propostas tedricas de computacgao quéntica, os fétons apareceram como candidatos imediatos
para codificar a chamada informagao quantica. Em seu estado de polarizagao poderiamos, por
exemplo, codificar um qubit, que é considerado a unidade fundamental de informagao quén-
tica. A vantagem de se utilizar a luz é a facilidade de manipulagdo e a fraca interacdo com
ambiente, o que, teoricamente, minimizaria os efeitos de descoeréncia. No entanto, & medida
que a complexidade das transformagoes aumenta e partimos para o uso de canais fisicos mais
tteis, do ponto de vista pratico, a perda do chamado emaranhamento® torna-se inevitavel.
Atualmente ja se conseguiu enviar pares de fotons emaranhados pelo espacgo livre por uma
distancia de 144 km [5], preservando as propriedades quanticas, mesmo sob toda influéncia
atmosférica.

O efeito dessas perturbagoes externas no estado em questao se manifesta no fato de que
sua transformacao nao é mais unitaria. Deve-se entao recorrer a um formalismo capaz de
lidar com transformagoes nao-unitarias e possiveis perdas — as chamadas operagdes qudinticas,
desenvolvida por K. Kraus [6], baseado no trabalho de M. D. Choi |7]. Muitas vezes estamos
interessados em descrever como o estado de um tnico qubit, ou um unico féton (ou melhor,
um conjunto de fotons preparados identicamente) evolui ou é modificado ao atravessar um
canal. Esse canal pode ser qualquer dispositivo ou meio, como elementos de laboratorio, fibras
Opticas, meios turbulentos, etc. Esse é um tipico problema que ji vem sendo estudado hé
muito tempo no contexto da éptica classica, especificamente, como as propriedades do campo
sao alteradas ao atravessar algum meio. No que toca as propriedades de polarizagao, o método

classico do célculo de Mueller é capaz de descrever completamente todas as transformacoes

2Que ¢é o recurso quantico fundamental por tras de muitos protocolos. Comentaremos mais sobre essa
propriedade no capitulo seguinte.
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fisicamente aceitéveis no estado do campo (ou foton), devendo ser, portanto, equivalente &
descricao de Kraus para operagoes quanticas em um qubit.

Varios resultados ja conhecidos na 6ptica classica foram redescobertos pela mecanica quan-
tica: a representacao do estado de polarizagdo do campo na esfera de Poincaré é totalmente
equivalente & representacao do estado de um qubit na esfera de Bloch. As transformagcoes
na esfera de Poincaré podem ser inteiramente descritas pela matriz de Mueller, enquanto a
transformacao na esfera de Bloch, pelas operagoes quénticas. E bem recentemente, alguns
resultados interessantes da mecénica quantica estao sendo aplicados em Optica classica. Um
exemplo disso é a utilizacdo de técnicas de méaxima verossimilhanca [8] para tomografia de
estado e processo, na minimizacao de erros de matrizes de Mueller obtidas experimental-
mente [9]. Um outro exemplo é a decomposi¢gdo de uma matriz de Mueller na forma de uma
soma de operadores [10], como descrita por Kraus.

Nessa dissertacao iremos nos situar justamente nessa fronteira classico-quéantico, tentando
enfatizar a importancia mitua das duas descrigoes. Para esse fim lidaremos tanto com pro-
blemas de 6ptica classica utilizando ferramentas da mecénica quéntica, quanto a aplicagao de
resultados classicos no contexto de informacao quéntica. Um exemplo disso e que seré tratado
com maiores detalhes ao longo do texto, é a descricao da perda de emaranhamento de dois
foétons que foram preparados inicialmente num estado maximamente emaranhado, ao serem
espalhados por meios classicamente descritos por uma matriz de Mueller [10]. Poderemos
assim, relacionar as propriedades de despolarizacao de meios com a perda de propriedades
quanticas de estados.

A dissertacao esta organizada da seguinte forma: No capitulo 2 apresentaremos os con-
ceitos tedricos que serdo utilizados ao longo do texto. Apresentaremos o conceito de estado
quantico, seguido da definigdo da unidade bésica de informagao quéntica, o qubit. Em seguida
apresentaremos a noc¢ao de emaranhamento e de grau de mistura, bem como alguns quanti-
ficadores que serao utilizados nesse trabalho. No capitulo 3 introduziremos o formalismo de
operagoes quanticas, em suas diversas representagdes possiveis. Ao representarmos os mapas
quénticos em um qubit por uma matriz dindmica 4 X 4 ji estaremos preparando o territo-
rio para o paralelo com a descri¢do classica, uma vez que a matriz dindmica é totalmente
equivalente & matriz de Mueller para estados de polarizagao. Aproveitaremos dos exemplos
para mostrar o efeito de um canal despolarizante isotrépico, como definido no contexto da
informacao quéntica. No capitulo 4 iremos finalmente realizar a conexao entre estados de
polarizagdo em optica classica e e sistemas quénticos de dois niveis. Comegaremos revendo
o tratamento classico para estados de polarizagao, incluindo o calculo de Jones e as matrizes
de Mueller. Em seguida mostraremos como passar desse tratamento para a descricao de um
mapa quantico no estado p de um ou dois qubits, ilustrando a relevancia da discussao através
de exemplos. Aqui mostraremos que o estado resultante do espalhamento de luz por um meio
isotropicamente despolarizante concorda com aquele que foi definido no contexto da infor-
magao quantica. Na tltima secao desse capitulo trataremos de um problema inteiramente
classico — medidas do poder de despolarizacdo de meios. Apresentaremos nossa visao sobre

algumas questOes na fronteira teérico-experimental, baseados nas propriedades estatisticas
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das matrizes de Mueller. No capitulo 5 iremos explorar com maiores detalhes um certo meca-
nismo simples de despolarizacdo, causada por dispositivos Opticos capazes de adicionar fases
ao campo incidente (objetos de fase birrefringentes aleatorios). Mais do que isso, nosso inte-
resse principal no capitulo serd estudar como as propriedades de emaranhamento e mistura
para estados de dois fétons sao modificadas por tais elementos. Sera possivel comparar re-
sultados de simulagoes numéricas com resultados experimentais ja apresentados na literatura.

Finalizaremos com uma rapida conclusao do trabalho.



Capitulo 2

Conceltos Teoéricos

Neste capitulo serdao apresentados alguns conceitos tedricos basicos que serao utilizados ao
longo desta dissertacao. Comegaremos revendo o conceito de estado quantico e algumas de
suas propriedades. Em seguida discutiremos o problema da determinacao do grau de pureza
de estados quanticos. Definiremos o qubit e apresentaremos uma representacao geométrica.
Como a estrutura matematica da mecanica quantica é independente dos sistemas fisicos par-
ticulares aos quais ela se aplica, iremos tratar, por ora, os estados de maneira abstrata. Nao
obstante a essa abstragao, algumas propriedades fisicas universais podem ser inferidas da re-
presentacao geral dos estados. Nesse espirito, a nocao de emaranhamento seréd introduzida.
Perguntas como "o que é emaranhamento?" e "como determinar se um estado estid ou nao
emaranhado?" serao respondidas. Apresentaremos também algumas medidas de emaranha-

mento para sistemas bipartites de dois qubits.

2.1 Estados quanticos

O conceito de estado é um dos conceitos mais sutis e controversos em mecanica quantica [11].
Em mecénica cléssica o estado de um sistema é definido por um conjunto de coordenadas e
momenta generalizados que nos permitem localizar uma particula espacial e temporalmente.
Mesmo em mecéanica quéntica prevalece a visao de que o estado deve ser representado por
um conjunto de niimeros capaz de descrever completamente o sistema fisico em questdao. No
entanto, essa suposta descrigao completa é feita por um conjunto de niimeros com os quais nao
podemos associar nenhum elemento de realidade - a probabilidade de obtermos determinados
resultados em véarios testes possiveis. A discussdo quanto & completeza dessa descricao foi
inaugurada pelo trabalho influente de Einstein, Podolsky e Rosen [12].

Nessa disserta¢do vamos adotar a visao operacional de Asher Peres [13| para os estados

quanticos:

Um estado € caracterizado pelas probabilidades dos vdrios resultados de todos

0s testes concebiveis.

O que a teoria quéntica nos fornece de fato é uma representacdo matematica para os



2. CONCEITOS TEORICOS 6

estados e regras para o célculo das probabilidades dos resultados dos varios testes possiveis.
Essas regras estao detalhadamente discutidas na literatura padrao |11, 13, 14]. Por enquanto

o seguinte postulado nos seré suficiente.

Postulado 1. A cada estado corresponde um tunico operador de estado p que satisfaz as

sequintes condicoes:
1. Condi¢ao de normalizagao: Tr p = 1.
2. Condig¢do de hermiticidade: p = p'.

3. Condicao de positividade : p é um operador nao-negativo, ou seja, para todos vetores

|u) vale a desigualdade (u|p|u) > 0.

Quando representamos o operador de estado em alguma base especifica ficamos com uma
forma matricial que freqiientemente é chamada de matriz de densidade. Os elementos dessa
matriz podem ser relacionados direta ou indiretamente com as probabilidades de resultados
experimentais, o que torna a definicao operacional de estado e o postulado acima consistentes.

As trés condigbes acima sao suficientes para derivar uma série de propriedades importantes
dos operadores de estado. O fato de o operador p ser Hermitiano nos garante que ele possui

decomposicao espectral que, no caso de espectro discreto, pode ser escrita como
p=>_ pili) (il (2.1)
i

Em que os {p;} sdo seus autovalores e |1;) (1;| sdo os projetores no subespago definido pelos

autovetores correspondentes. Além disso as condi¢oes 1,2 e 3 implicam respectivamente,

Z pi =1, (2.2)

Pi = D;s (2.3)
Di > 0. (2.4)

Combinando as relagoes 2.2 e 2.4 obtemos
0<p <1 (2.5)

Esses resultados garantem que o conjunto de todos os operadores de estado que sao mate-
maticamente aceitaveis formam um conjunto convexo. Isso significa que, dado um subconjunto
{pi} de operadores de estado, o operador p = ). a;p; também serd um operador de estado
aceitavel, contanto que 0 < a; < 1e )  a; =1. O conjunto convexo de estados quanticos e
algumas propriedades podem ser esquematizados de forma simples numa figura bidimensio-
nal [11].

Na figura 2.1 representamos uma regiao convexa plana. Note que, dados dois pontos

quaisquer no interior ou na borda do objeto, todos os pontos que estdao sobre a reta que
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Figura 2.1: Representagao esquemética de estados quanticos como um conjunto convexo

une esses dois pontos também estarao no interior ou borda do objeto. Essa é justamente
a definicdo de convexidade para um espac¢o Euclidiano. Observe que o operador de estado
p em (2.1) esta escrito como uma combinagao de estados que estdo na borda do conjunto.
Esses estados que residem na fronteira do conjunto convexo de estados quénticos aceitaveis
sao chamados estados puros, enquanto os pontos interiores representam os estados nao-puros
ou mistos. Essas duas classes de estados serao discutidas com maiores detalhes logo adiante,
por enquanto vamos aproveitar da representacao esquematica para notar uma caracteristica
especial que distingue essas classes.

Observe inicialmente que os estados puros, ou seja, aqueles que estao sobre a borda da
regido, nao podem ser expressos como uma soma nao trivial de outros estados puros. Geo-
metricamente isso significa que a representacao desses estados deve ser tinica: um ponto na
fronteira que delimita os estados quénticos aceitaveis. Ja os estados mistos, por ocuparem o
interior do conjunto, podem ser sempre escritos como uma soma convexa de estados puros.
Mais do que isso, a representacao dos mesmos por tal soma nao é tnica. Da figura 2.1 pode-
mos notar que existem, de fato, infinitas cordas que passem por qualquer ponto no interior
da regiao.

Vamos discutir em seguida as principais caracteristicas fisicas dos estados puros e mistos.

2.1.1 Estados puros

J& mencionamos que os estados puros sao aqueles que nao podem ser escritos como uma
combinagao convexa de outros estados. Dai segue que eles podem ser representados por
p = |¥) (], ou seja, como um projetor no subespaco unidimensional gerado por [¢). Duas
condi¢oes totalmente equivalentes que s@o necessarias e suficientes para identificar estados

puros sao
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Vamos abrir mao momentaneamente da abstracao com que estamos tratando o assunto
para exemplificar fisicamente tais estados. Considere, por exemplo, o estado de polarizagao
de um féton. Seguindo alguns procedimentos experimentais é possivel preparar fétons com
polarizagao definida, por exemplo, vertical, diagonal, circular ou eliptica. Um féton com

polarizacao horizontal pode ser descrito por um operador
p=|H) (H].

Da mesma maneira, um féton com polarizacao vertical pode ser representado por
p=[V) (V.

Se submetermos tais estados a um teste de polarizacao na base H-V, iremos sempre obter
um mesmo resultado com probabilidade unitaria (horizontal, no primeiro caso e vertical, no
segundo). No entanto é possivel também preparar experimentalmente fétons com estados de

polarizagao eliptica. Considere agora o estado dado por

p=1v) (¥,
onde  [|¢) =cosf|H) 4 e®sinf|V).

Submetendo esse estado a um teste de polarizagao na base H-V a teoria quantica nos diz
que podemos obter o resultado "polarizacdao H" com probabilidade cos? @ , e "polarizacio V"
com probabilidade sin? . No entanto, com um pouco de criatividade é possivel conceber um
experimento em que a medida é feita diretamente na base |¢)). Nesse caso obteremos o mesmo
resultado em todas repetigoes do experimento. Essa é uma caracteristica exclusiva dos estados

puros: podemos sempre imaginar algum teste no qual temos certeza total do resultado.

2.1.2 Estados mistos

A maioria dos procedimentos de preparacao de estados nao produz um estado puro. Pode
ser que o processo fisico ndao seja completamente especificado ou que nem toda informagao
disponivel seja acessada. Situagoes como essa, em que o nosso conhecimento é um tanto ou
quanto incompleto, podem ser tratadas por meio de misturas estatisticas.

Imagine uma situagdo em que preparamos varios estados p, com probabilidades p,. O

operador de estado apropriado para essa situacao é:
pP=>_ Papa (2.8)
(0%

Evidentemente os estados p, podem ser estados puros. Os estados puros tratados na segao
anterior podem ser considerados casos particulares do que chamamos agora de estados mistos.
Retomando o exemplo anterior, suponha que fétons sejam preparados ou com polarizagao

vertical ou com polarizacao horizontal, sendo a probabilidade de cada um desses casos igual
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a % O estado de polarizagao pode ser escrito como
1 1
p= 5 |H) (H|+ 3 V) {V].

Temos incerteza total quanto a polarizacao do féton. Serd que em alguma outra base nossa

incerteza seja um pouco menor? Facamos o teste. Introduzindo a base ortogonal

la) = cosO |H) +e?sin|V),
b) = sinf |H) — e cosf |V).

Nessa nova base o estado seré escrito como

p=yla) al + 5 10) .

A resposta é portanto nao e dizemos que o estado esté totalmente despolarizado.

Existe uma relacdo muito proxima entre o grau de mistura do estado e a informacao
que podemos ganhar apos a realizacdo de um teste [13, 15]. Suponha que vamos realizar
medidas em um sistema que foi preparado de maneira conhecida. Antes das medidas serem
feitas s6 somos capazes de predizer as probabilidades de cada resultado possivel. Ao fim do
procedimento a distribuicio de probabilidades colapsa! em um dos resultados e ganhamos
alguma informagao. Os casos limites nessa descrigao sao os estados puros, onde temos certeza
maxima do resultado, e os estados totalmente misturados, onde nossa ignorancia é méaxima.

Na sec@o 2.2 iremos discutir como podemos medir o grau de mistura/pureza dos estados.

2.2 Medidas de pureza para estados quanticos

Observe novamente a figura 2.1. J4 mencionamos algumas vezes que os estados da borda
do conjunto (estados extremais) correspondem a estados puros. Imagine agora um estado
representado por um ponto que esta ligeiramente fora da borda, infinitesimalmente deslocado
para dentro da regidao. Certamente esse estado nao é puro, mas é quase puro, no sentido de ser
muito menos misturado que quaisquer outros estados mais interiores. A pergunta natural de
se fazer é, dado um conjunto de operadores de estado seria possivel ordena-los de acordo com o
seu grau de mistura? Ou ainda, dado um estado quéntico, é possivel definir uma fungao capaz
de medir quao puro ou misto esse estado é7 Nesta se¢ao iremos responder essas perguntas. O
tratamento dado aqui serd bem simplificado estando restrito a apresentar alguns resultados
tteis. Um tratamento mais completo pode ser encontrado na referéncia [16], na qual estamos

baseando essa sec¢ao.

'E importante ressaltar que estamos falando de um colapso meramente probabilistico. N&o estamos
associando nenhuma realidade fisica a tal descrigdo matemaética
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Para introduzir o conceito considere inicialmente dois estados, p e p/, relacionados por
I — T
P =UpU

Podemos interpretar isso como uma simples mudanca de base. Como transformagoes
unitarias sdo reversiveis (basta aplicar a inversa U~! = U'), nao devemos perder nenhuma
informagao sobre o estado quando tais transformagoes sao aplicadas, portanto p e p’ devem
ser igualmente misturados.

Definimos uma condicao para que dois operadores de estados possuam o mesmo grau de
pureza. Dando continuidade a essa idéia podemos definir uma relacio de ordem? no conjunto
dos operadores de estado: p’ sera mais misturado que p se existirem operadores unitarios Uj,

e coeficientes \j, com »_; A; = 1, tais que se possa escrever

J

Podemos interpretar esse resultado da seguinte maneira: Todos os estados que puderem
ser escritos como UpUT formam uma classe de estados equivalentes, no sentido de serem
igualmente misturados. Serdo mais misturados que p todos os estados que puderem ser escritos
como uma combinagao convexa de estados que sao tao misturados quanto p.

Para responder a segunda pergunta - se é possivel definir uma fungdo capaz de medir
o grau de mistura - vamos lancar mao de um resultado em matemética que relaciona tal
ordenamento com fungoes convexas. Vamos citar o seguinte teorema [16] que estda provado

em [17].

Teorema 1. O estado p' é mais misturado que p se, e somente se, para toda fun¢do con-

veza® f, Tr{f(p)} < Tr{f(p)}.

E natural que se escolha funcdes de entropia para quantificar o grau de mistura / desordem,
uma vez que elas satisfazem automaticamente a condicao de convexidade e ao mesmo tempo
nos fornecem uma conexdo com a teoria de informacgao, j4 mencionada anteriormente. A
medida padrao de aleatoriedade para matrizes de densidade é a entropia de Von Neumann,

definida por
Sv(p) = —Tr(plogp) = Y Ailog Ai. (2.10)

Em que {\;} sdo os autovalores da matriz de densidade p. A entropia de Von Neumann varia
de zero, para estados puros, até a unidade, para estados totalmente misturados.
Nessa dissertagao iremos trabalhar principalmente com outras duas medidas, que sao

relativamente mais faceis de serem calculadas. A primeira é usualmente chamada de pureza,

20 termo relagio de ordem tem um significado muito preciso em matematica. Apesar da relagdo que
definimos ser de fato uma relagdo de ordem, ndo estamos muito preocupados com o rigor matematico ao longo
do texto. Podemos compreender o termo aqui simplesmente como um ordenamento, no sentido intuitivo da
palavra.

3Uma funcéo real é dita convexa se seu dominio for um conjunto convexo e, para x,y no dominio da funcéo
e XA €[0,1] valer: f(Az 4+ (1 =XN)y) < Af(z)+ (1 =N f(y)
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e é definida por
P(p) = Tr(p?). (2.11)

Ela varia de 1, para estados puros, até 1/A para estados totalmente misturados, onde N é a

dimensao do espago considerado.

A segunda medida com que iremos trabalhar é a chamada entropia linear* normalizada,
definida por
Su(p) = 21— Te(p?)), (2.12)
N -1
que pode ser escrita em fungao da pureza
510) = 1211~ P(o)]. 2.13)

Ela por sua vez varia de 0 (estados puros) até 1 (estados maximamente misturados).

2.2.1 O problema da escolha de uma medida de pureza

Freqiientemente somos obrigados a escolher alguma medida de pureza para estudar um con-
junto de estados, sejam eles obtidos experimentalmente ou mesmo em algum estudo teérico.
Por exemplo, podemos questionar quais sao os estados que possuem o méaximo emaranha-
mento® para um dado grau de pureza - sdo os chamados estados mistos mazimamente emara-
nhados (EMME). No entanto é importante ter em mente que os resultados podem depender
sensivelmente da nossa escolha de medida de pureza. Explicitamente, sejam S; e So duas

medidas entrépicas, e pa e pp dois estados quanticos. Pode acontecer que

S1(pa) > Si(ps),

ao mesmo tempo que

Sa(pa) < Si(pa).

Ou seja, duas medidas de pureza podem nao impor o mesmo ordenamento em um conjunto
de estados quéanticos. Na referéncia [18] os autores comparam com detalhes a entropia de Von
Neumann e a entropia linear, confirmando tal comportamento. Mais do que isso, mostra-se
que estados possuindo um mesmo valor de Sy, podem possuir uma faixa continua de valores
de Sy, e vice versa.

A origem desse comportamento aparentemente patolégico é que o ordenamento dos estados
de acordo com seu grau de mistura nao é total, no sentido de que podem existir estados que
nao podem ser comparados. Retomando o teorema 1, se uma medida entropica classificar o
estado A como mais misturado que B, A pode ou nao ser mais misturado que B. O teste s6
é conclusivo se todas medidas entropicas garantirem isso (na parte e somente se do teorema).
Devido & importancia desse resultado vamos repetir essa conclusao em linguagem um pouco

mais matematica [19].

1E interessante notar que a entropia linear é uma aproximacéo linear da entropia de von Neumann.
5 2 . . ~
°0O emaranhamento sera discutido na secéo 2.4
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Considere o seguinte ordenamento (parcial) no conjunto de operadores de estado, que é

totalmente equivalente ao definido pela formula (2.9):

Os autovalores de qualquer matriz de densidade serdo organizados em ordem
decrescente, isto é, A\; > A; se ¢ < j. Uma matriz de densidade p é dita mais
misturada que p’ (denotado por p < p’) se os autovalores de p forem majorados®

pelos autovalores de p':

J J
p%pW:)Z)\iSZ)\; paratodo j=1...n—1. (2.14)
i=1 i=1

O problema de se utilizar uma medida entrépica para ordenar esses estados

pode ser formalizado da seguinte forma:

p=p = S(p)>5S(p), ondesS éuma boa funcao de entropia. (2.15)
Em que o contrario nao é necessariamente verdadeiro. No entanto,
S(p) > S(p) para qualquer S = p=y. (2.16)

A marca caracteristica do aumento do grau de mistura é um aumento universal

da entropia, ou seja, qualquer boa entropia deve garantir isso.

Dado o alerta quanto ao risco de se tirar conclusoes muito fortes baseando somente em
uma medida entrépica de mistura, vamos dar continuidade ao trabalho. Vale lembrar que a

medida do grau de pureza utilizada nesse trabalho é a entropia linear.

2.3 O qubit

Lidamos até agora com estados quénticos bem gerais, exceto, talvez, por uma suposicao im-
plicita de estarmos restritos a espagos de dimensao finita. Nesta secdo simplificaremos ao
extremo, e trataremos somente de sistemas bidimensionais. Apesar dessa enorme restricao, o
niimero sistemas fisicos aos quais ela se aplica é relativamente grande. O spin de um elétron e
a polarizacao de fotons sao exemplos imediatos de sistemas fisicos que admitem uma descri¢ao
num espaco bidimensional”. No outro extremo estdo as aproximacoes absurdas (gato vivo vs.
gato morto) justificaveis, até certo ponto, em discussoes meramente conceituais. Esses estados
quanticos de duas dimensoes foram batizados de bits qudnticos ou

emphqubits , por representarem um conceito chave na recente area da fisica que busca utilizar
propriedades quanticas da matéria ou da luz para computagao e processamento de informa-
gao [20].

SA definicdo de majoracio é justamente a formula logo abaixo
"Também chamados de sistemas de dois niveis
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Apesar de esta dissertacdo nao lidar diretamente com problemas de computacgao ou infor-
macao quantica é importante comentar que grande parte da teoria que sera utilizada aqui foi
desenvolvida ou motivada em conex@o com tal drea. De qualquer maneira vamos adotar o

jargao usual e chamaremos de qubit todo sistema quéntico bidimensional.

2.3.1 Estados puros

Se o estado do qubit for um estado puro poderemos representé-lo por um vetor de estado.
Dois estados possiveis para o qubit e que geram a base computacional do espago bidimensional
no qual trabalhamos sao os estados |0) e [1). A principal diferenca entre um bit classico e um

bit quéntico é que os dltimos podem existir num estado de superposigao

) = a]0) + B1). (2.17)

Onde « e 3 sdo ntimeros complexos que satisfazem a condi¢io de normalizacio |a|?+[3|? = 1.
Essa condigao nos permite rescrever o estado de um qubit de tal maneira que ele possa ter
uma representagao geométrica direta. Portanto, a menos de uma fase global, que nao possui

efeito observavel, o estado de um qubit pode ser escrito como
0 » 0
1) = cos B |0) + € sin B 1) . (2.18)

Os niimeros 6 e ¢ definem um ponto numa esfera de raio unitéario, conhecida como esfera de
Bloch. Essa representagao esta esquematizada na figura 2.2
Uma conseqiiéncia interessante dessa representagao é que os pontos opostos pelo centro

da esfera representam estados ortogonais. Verificar isso é muito facil. Considere o estado |¢)

Figura 2.2: Representagao de um qubit na esfera de Bloch
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dado pela formula 2.17, e um estado |¢)') oposto, que pode ser obtido da seguinte forma:

0 =m—80,
¢ =7+
Portanto,
/ .0 i 0
’@Z)> :sm§|0>—e COS§|1>, (2.19)

que, como ja comentamos na segao 2.1.2, é justamente o estado ortogonal a [1)).

2.3.2 Estados mistos

Na secao anterior obtivemos uma representagao geométrica para para estados puros de um
qubit . Seria interessante se também existisse tal representacao para estados mistos. Nesta
secao veremos que, nao so existe esta representacao, mas ela se d4 em paralelo a uma forma
bem conveniente de se escrever os estados mistos de um qubit . Com esse objetivo em mente
vamos comegar discutindo quais sdo as condigbes necessérias (e suficientes) para que uma

matriz 2 X 2 represente um estado fisico aceitavel. Considere a matriz complexa genérica

M:(‘CZ 2) (2.20)

Como cada elemento é um nimero complexo, a matriz pode ser totalmente especificada por
um conjunto de 8 niimeros. No entanto o postulado 1 impoes sérias restrigoes nesses niimeros
para que M possa representar uma matriz de densidade. As condig¢oes de normalizagao e de
hermiticidade impoem 1+ 4 = 5 equagoes de vinculo, de forma que temos, de fato, somente
3 graus de liberdade para uma matriz de densidade de um sistema de dois niveis. A restrigao
de positividade se dard na forma de uma desigualdade, como serd mostrado adiante.

E vantajoso escrevermos matrizes hermitianas em uma base composta pela matriz identi-

dade e as matrizes de Pauli,

10 01
UD:I:(O 1) 01:<1 o)
UQ—(? _OZ> 03_<(1) 01> (2.21)

que satisfazem,

o; = o, (2.22)
o =1, (2.23)
TI“(O'Z‘O'J‘) = 252] (224)

Com essa notagao escrevemos uma matriz hermitiana e normalizada pelo trago da seguinte
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maneira:

1
p= 500+ - &), (2.25)

com W = {wy,wy, w3} e & = {01,002,03}.
Se desejarmos podemos escrever tal matriz explicitamente,
po L ttws wrmiwn ) (2.26)
2\ wi+iws 1—ws
A condigao de positividade obriga os dois autovalores serem nao negativos. Isso reflete no de-
terminante como det p = %(1 —w?) >0 (O caso de dois autovalores negativos é imediatamente
eliminado pela condi¢ao de normalizagao Tr p = 1) . Portanto uma matriz de densidade pode
ser representada como na formula 2.25, contanto que || < 1.

Uma matriz de densidade fisicamente aceitéavel para um sistema bidimensional pode ser
representada por um vetor real W que satisfaz || < 1. Isso nos permite uma interpretacao
geométrica imediata: o estado de qualquer qubit é representado por um ponto na bola de
Bloch®. Esse ponto corresponde ao extremo do vetor centrado na origem e definido por .
Essa parametrizagao é idéntica a anterior enquanto ficarmos restritos aos estados puros (casca
esférica), no entanto, por nos permitir visualizar também os estados mistos (interior da esfera),
essa representagao torna-se extremamente ttil ao lidar com mapas quénticos gerais, o que seré
tratado nos proximos capitulos.

E facil verificar que Tr (p?) = 1(1 + [@[?), onde || é a norma do vetor de Bloch. Se
lembrarmos das defini¢oes das se¢Oes anteriores, o trago do quadrado do operador de estado
nada mais é que uma medida do grau de mistura de estados quénticos, especificamente, a
pureza P(p). Ou seja, quanto maior for o raio da esfera mais puro seré o estado. Os estados
puros (|u| = 1) estao sobre a casca esférica e possuem pureza P = 1. O estado totalmente
misturado é representado por um ponto na origem (|| = 0), e possui pureza P = 1/2.

Na figura 2.3 representamos alguns estados com pureza definida na bola de Bloch. Observe

que, & medida que aumenta o grau de mistura, os estados tendem a colapsar na origem.

2.3.3 2 qubits

Enquanto estivermos restritos a somente uma paulrticula9 (ou qualquer outro objeto que admita
descrigdo pela mecanica quantica) a principal caracteristica nao-classica a se manifestar &,
talvez, o fenébmeno da interferéncia. Precisamos dar um passo além para capturar o outro
grande enigma da mecédnica quéntica - as misteriosas correlagoes de medidas que podem
ocorrer quando temos mais de uma particula. Vamos nos ater nesta dissertagao aos sistemas
mais simples capazes de apresentar tais correlagoes nao cléssicas, que sao os sistemas de dois
qubits. Esses dois qubits sao usualmente preparados num certo estado quéntico e entdao sao
separados espacialmente entre duas partes, ou seja, duas pessoas que irao realizar medidas,

cada uma na sua particula. O carater quantico do estado é revelado quando as duas partes

8Consiste na esfera de Bloch e todos os pontos interiores 4 ela
9Na verdade um ensemble de estados de particula tnica
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(c)

(b)

(a)

Figura 2.3: Representagao na bola de Bloch para alguns estados quanticos. (a) estados puros
(b) estados com pureza P = 0.625 (c) estado totalmente misturado p = I

comparam os resultados dos seus testes. Tal configuragdo é geralmente chamada de sistema

bipartite de dois qubits.
Matematicamente, sistemas compostos devem ser tratados usando a seguinte estrutura
tensorial: Seja Hi o espago de Hilbert associado ao primeiro qubit e Ho o espago de Hilbert

associado ao segundo. O estado do sistema composto seré descrito por um operador de estado

no espago ampliado H = H; ® Ha.
Para fins de referéncia futura vamos definir como se da o produto tensorial de duas ma-

trizes. Sejam A e B duas matrizes 2 x 2

A:(QOO aOl)

a1p ail

bio bn

B= ( boo  bon ) . (2.27)

O produto tensorial A ® B ¢ definido por [20]
ao1boo  ao1bo1

aprbio  ao1bi1 (2.28)
a11boo  a11bo1
a11bio  an1bn

apoboo  apobo1

agoB a01B>_ aoobio  aoob11

A® B =
ai0B a1 B a10boo  a10bo1

aiobio  aiob11

E facil verificar que os elementos de matriz num produto tensorial podem ser relacionados por
(2.29)

(A ® B)mu,nu = Am,nBu,m

onde estamos utilizando a notagdo de indices compostos. mu e nv podem assumir os valores
{00,01,10,11} e podem ser naturalmente ordenados se forem considerados ntimeros na base

binaria.
Evidentemente existem estados que nao podem ser escritos na forma de um produto ten-
sorial p; ® p2. Eles fazem parte de uma classe interessante de estados que sera discutida em
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seguida.

2.4 Emaranhamento

E usual definir emaranhamento como a capacidade de sistemas quanticos compostos de apre-
sentar correlagoes de medidas que nao podem ser simuladas por distribuicoes classicas de
probabilidades. Originalmente o termo emaranhamento era utilizado para descrever as corre-
lagoes quanticas no paradoxo de EPR e problemas de nao-localidade relacionados com as desi-
gualdades de Bell. No entanto, recentemente, a atitude predominante dos fisicos é considera-lo
mais como um recurso que permite uma melhora na performance de certos protocolos (e na
criagao de outros novos) quando comparados com os analogos classicos.

O estudo do emaranhamento e de suas propriedades é um tema de intensa pesquisa atu-
almente. Para se ter uma idéia, apesar do grande progresso nos tltimos anos muitas questoes
continuam em aberto, como o critério de separabilidade de sistemas bipartites de dimensao
arbitraria, o estudo do emaranhamento multipartite em sistemas compostos e mesmo a pro-
cura por bons quantificadores de emaranhamento. Para uma introducao bem completa sobre
o tema, as seguintes referéncias sao valiosas : [16, 21, 22].

Nesta secao faremos uma rapida revisao sobre a manifestagdo do emaranhamento em
sistemas bipartites de dois qubits. Ficaremos restritos a comentar alguns resultados que serao

de interesse neste trabalho.

2.4.1 Definicao de emaranhamento

Vamos definir matematicamente a condi¢ao para que um dado estado misto esteja emara-
nhado. Nao vamos nos preocupar em particularizar os resultados para estados puros. No
entanto, essa particularizagao fornece um insight precioso e nao deve ser desprezada. Sugeri-
mos consultar as referéncias acima para um maior aprofundamento no tema.

Vamos apresentar antes a definicdo de estados mistos fatoraveis e separaveis no contexto

de sistemas bipartites.

1. Estados mistos fatordveis sao aqueles que podem ser descritos por
P =pa®pB. (2.30)

2. Estados mistos que podem ser escritos como uma combinagao convexa de estados fato-

raveis sao chamados de estados mistos separdvets,

p= Z pip'y @ ply. (2.31)

(2

Observe que os estados fatoraveis representam um caso particular dos estados separéveis.

Nesse contexto podemos entao definir estados emaranhados.

3. Se um estado quéantico nao for separavel ele é dito emaranhado.
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Ou seja, os estados de sistemas bipartites podem ser separaveis ou emaranhados. No
entanto, como apontado em [23], essa afirmagao é quase tautologica, pois a presenca de ema-
ranhamento é definida pela auséncia de separabilidade, e vice versa. Apesar disso ha uma
conexao interessante apresentada por Werner em [24]|. Neste trabalho relaciona-se emaranha-
mento com a auséncia de um modelo de variaveis ocultas locais para descrever a estatistica
das medidas. Foi mostrado que tal suposicao restringe os estados emaranhados aqueles que
nao podem ser escritos por uma combinagdo convexa de estados fatoraveis, isto é, se p é

emaranhado entao,

p# D pids ® . (2.32)
i

Nesse mesmo trabalho Werner mostrou também que nem todo estado que admite descricao

via modelo de varidveis ocultas locais é classicamente correlacionado.

2.4.2 Critérios de separabilidade

Definido o emaranhamento, precisamos de um critério operacional para determinar se um
dado estado fisico estd ou nao emaranhado. Dado o contexto em que estamos trabalhando,
novamente, sistemas bipartites de dois qubits, existe um critério de separabilidade desen-
volvido por Asher Peres [25] que é ao mesmo tempo necessério e suficiente para garantir a
separabilidade. Tal critério utiliza o conceito de transposicao parcial, que seréd introduzido
agora.

Considere o estado separéavel (2.31). Usando a definigdo do produto tensorial dada em

(2.29), podemos escrever os elementos da matriz de densidade explicitamente,

Pmuny = Z pi(p%)m,n(p%)ﬂ,w (233)

(2
lembrando que myu e nv devem ser tratados como um indice dnico. Especificamente, mu =
{00,01,10,11} correspondem as linhas da matriz p , que ¢ 4 x 4, em ordem crescente.

Definimos agora uma matriz ¢ pela transposi¢ao parcial em p. Na transposi¢do parcial

somente os indices latinos sao transpostos,

Onumv = Pmp,nv- (234)

Agora é facil seguir os passos de tras para diante e verificar que,

Tmpr = D, Di(P)nm (05 ) (2.35)

(]
o .
o= pilph)" ®p. (2.36)
i
Como os operadores de estado sao Hermitianos, pZ; = p%, que também é um operador nao-
negativo. Isso é facilmente constatado se representarmos o operador na base de seus auto-

estados. Como tal matriz é diagonal, com todos os elementos nao-negativos, a transposta
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também o serd. Mudangas de base nao devem mudar a positividade das matrizes, logo o seréd
um operador de estado aceitavel.
Apesar de ndo mostrarmos aqui, pode-se demonstrar que tal critério também é suficiente

nas condig¢oes consideradas:

Um estado bipartite de dois qubits p serd separdvel se e somente se sua trans-

posta parcial for positiva.

Vale apontar que tal critério s6 é suficiente para sistemas com dimensoes 2 X 2 ¢ 2 X 3.

2.4.3 Quantificando o emaranhamento

Agora que ja vimos como detectar a presenca de emaranhamento seria interessante se pudés-
semos medir o quanto de emaranhamento existe num dado estado quéntico. Essa resposta é
ainda mais importante no contexto da teoria de informacgao quéantica, uma vez que as corre-
lagbes nao-classicas sao encaradas como recurso a ser utilizado em determinados protocolos.
No entanto, o problema de se caracterizar emaranhamento bipartite nao possui uma resposta
definitiva. Varias medidas foram desenvolvidas, cada qual num contexto especifico. O tnico
consenso é, talvez, sobre algumas propriedades basicas que um bom quantificador deve res-
peitar: qualquer boa medida de emaranhamento deve ser um mondtono de emaranhamento
definido por [26],

Defini¢ao 1. Chamamos de mondtono de emaranhamento qualquer medida p(p) que nao

aumenta, na média, por meio de transformagoes locais.

Pode-se mostrar que duas condigoes necessérias e suficientes para que uma medida seja

um monoétono de emaranhamento sdo:

1. Se num dado um estado inicial composto p, uma das partes realizar operagoes locais
que levam o estado inicial aos estados p1, ..., pn, com probabilidade py,...,p, entao o

valor da medida nao deve aumentar na meédia,

p(p) > Z p; 11(p;)- (2.37)

2. Além disso, a monotonicidade deve ser garantida se descartarmos a informagao sobre

qual foi o estado resultante da operacao do item anterior,

> pino) = | Y pins |- (2.38)
j j

O descarte de informagao ao fim da operacgdo pode ser modelado pela transformacao

b1, P01

} — p' = pip1 + pape.
b2, p2
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Como comentamos, existem varias medidas que satisfazem as condigoes acima, cada uma
mais adequada em um contexto diferente. Vamos nesta dissertacao ficar restritos ao mono-
tono de emaranhamento conhecido por concorréncia (e o seu quadrado, o tangle), que serao
definidos agora.

O calculo da concorréncia esta descrito em [27], e pode ser repetido seguindo os passos:

e Dada uma matriz de densidade p, calculamos o seu spin flip,

p =09 R o9p oy ® 9. (2.39)

e (Calculamos os autovalores da matriz

R=\/Voivp. (2.40)

Esses autovalores sao iguais a raiz quadrada dos autovalores da matriz nao-hermitiana pp.

e Os autovalores \; sdo organizados em ordem decrescente. A concorréncia de p serd dada
finalmente por:

C(p) = maX{O, )\1 — )\2 — A3 — /\4}. (2.41)

A outra medida de emaranhamento que seré utilizada, o tangle, é definido como sendo o

quadrado da concorréncia,

T(p) = C*(p). (2.42)

Antes de terminarmos o capitulo é importante comentar que, como ocorre com as medi-
das do grau de pureza, medidas diferentes de emaranhamento podem ordenar o conjunto de
estados de forma diferente. Mais do que isso, foi mostrado em [28] que todas boas medidas
assintoticas'® de emaranhamento, ou sio idénticas ou impdes um ordenamento diferente no

conjunto de todos os estados quanticos.

10 Assintotica no sentido de, no limite dos estados puros, se reduzir & entropia de emaranhamento, que é
considerada a tnica medida de emaranhamento para estados puros.



Capitulo 3
Operacoes Quanticas

Um dos postulados da mecénica quantica é que a evolugdao de um sistema quéntico fechado é
dada por uma transformagao unitaria. No entanto, nem sempre estamos interessados na evo-
lugdo do sistema todo, ou até mesmo, nem somos capazes de descrevé-la. Sistemas quanticos
reais sempre interagem com o ambiente, dai a importancia de sabermos tratar os chamados
sistemas quénticos abertos.

Um dos motivos que tornam os fétons bons candidatos para serem utilizados como media-
dores de informacao quéntica é que eles interagem fracamente com o ambiente. Mesmo assim
podemos utilizar o formalismo das chamadas operagées qudnticas para lidar, ndo com os graus
de liberdade do ambiente, mas com outros graus de liberdade indesejados do préprio féton.
Por exemplo, pode ocorrer o acoplamento dos graus de liberdade de polarizacao com os de
freqtiéncia durante a propagacao numa fibra 6ptica. Durante um processo de espalhamento
da luz por um certo meio a polarizacao pode ser acoplada aos momenta dos fotons. Em ambos
os casos a evolucao do sub-espaco de polarizacao pode ser descrita por uma transformacao
nao unitaria.

Neste capitulo vamos introduzir um formalismo que nos permite lidar com essas situagoes,
no capitulo seguinte sera feita uma conexao direta do formalismo de operagoes quénticas com

os dispositivos 6pticos que sao de fato utilizados no laboratério.

3.1 Definigao

Seguindo [20] vamos definir uma operagao quantica como uma classe de mapas

p—p =E(p), (3.1)

resultante do seguinte processo: o sistema de interesse é preparado no estado inicial p, em
seguida interage de maneira unitaria com outro sistema, cujo estado inicial nao é relevante, fi-
nalmente os graus de liberdade do sistema adicional (ou outros graus de liberdade indesejados)
sao descartados, obtendo o estado final p'.

Retomando o exemplo anterior vamos formalizar esses procedimentos. Seja p o estado de

polarizagao inicial de um ou dois f6tons (por enquanto nao é necessario fazer essa distingao).

21
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Esses fotons interagem de maneira unitaria com algum dispositivo 6ptico ou qualquer outro
meio de interesse,
0=Up® poutrosUT- (32)

Aqui estamos assumindo que o estado inicial do sistema polarizagao-outros graus de liberdade
¢ um estado produto, o que é bem razoavel '. Ao fim da interacdo vamos somente considerar
os graus de liberdade de polarizagao dos fétons, o que pode ser feito tomando o trago parcial

sobre os graus de liberdade indesejados,

pl = S(p) = Troutros (Up ® poutrosUT)- (3.3)

Onde Tryytr0s denota o trago parcial nos graus de liberdade adicionais. O trago parcial é equi-
valente a medirmos esses graus de liberdade numa base arbitraria e simplesmente esquecermos
os resultados. Matematicamente ele é uma operacao linear num sistema composto definida
por

Trp(la1) (az| @ |b1) (ba|) = [a1) {az| Tr([b1) (b2]), (3.4)

de maneira que o sistema final é deixado numa mistura estatistica de estados.
Quando a operagao quantica £ nao preserva o traco, devemos renormalizar o estado final

para garantir um estado fisico aceitavel,

/ E(p)

p = T E()) (3.5)

A importancia de tal descrigao é imensa, uma vez que nos permite lidar com evolugao
nao-unitaria de estados quanticos. Ainda nesse contexto, considere dois fotons preparados
num determinado estado inicial de polarizagao p, que pode ser, por exemplo, um estado de
Bell (portanto, maximamente emaranhado). Freqlientemente em praticas experimentais esses
dois fotons sao separados espacialmente e cada um é sujeito a uma operacao diferente. Tal

processo pode ser descrito por mapas quanticos bi-locais
p—p =E®Ep). (3.6)

Nesse caso, £ = &1 ® &. Existe o caso particular em que somente um dos fétons fica sujeito

a alguma operacao. Nessa situacao & =7, em que Z é a operacao identidade ,
p—p =& RI(p). (3.7)

Esse método de descrever a dindmica de qualquer sistema quéntico possui um apelo fisico
muito forte, no entanto sofre da desvantagem de ser matematicamente inconveniente de se tra-
balhar. Na secao seguinte vamos introduzir outras representacoes equivalentes das operacoes

quanticas, que serao mais convenientes para 0s nossos propositos.

"Vamos adiar para capitulos futuros a discussdo quanto a validade dessa suposicio no caso do estado de
polarizagao de fétons
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3.2 Representacoes equivalentes

Na se¢ao anterior mostramos que uma operagao quéantica é um mapa £ atuando no espago dos
estados fisicos aceitéveis. E de se esperar, portanto, que existam certas restricoes em &£ que
garantam que p’ também seja um estado aceitéavel. Nessa secao vamos adotar um outro ponto
de partida, definindo uma operacao quantica como um mapa no conjunto de operadores de

estado que satisfaz algumas propriedades axiométicas fisicamente razoaveis. Sao elas |20, 6]:

1. Tr&(p) representa a probabilidade de o processo £ ocorrer quando o estado inicial for p.
Logo
0<Tré&(p) <1. (3.8)

2. £ ¢ um mapa linear,
€ <Z piPi) = pi€(pi) (3.9)

3. £ ¢ um mapa completamente positivo.

A primeira condicio garante que a operacao quantica ndo deve aumentar o traco do estado,
no entanto ela pode nao preserva-lo. A escolha de Tr£(p) como a probabilidade da operagao
descrita por £ ocorrer ¢é til para lidar com os casos em que o mapa esté relacionado com um
processo de medida. No entanto, existem outros casos em que o traco nao é preservado, por
exemplo, quando ocorre dissipagdo (podemos pensar no caso em que ha perdas dependentes
da polarizagao). H& uma discussdo muito interessante em [29] que relaciona mapas que nao

preservam o trago com a questao da causalidade:

Considere o estado singleto em polarizacao,
1
V2

Uma conseqiiéncia da hipdtese da localidade é que nenhuma operagao realizada

ps = [7) (U™

: onde U™y =—=(H,V)—|V.H)).

localmente no féton A pode ser capaz de alterar a estatistica de detec¢ao do féton

B, que nesse caso corresponde a um estado totalmente despolarizado

(12 0
’OB_(O 1/2)'

Imagine agora que colocamos um polarizador orientado na direcado H no caminho

do foton A. Nessa situacgao o estado final da operacao quantica, ja renormalizado é
p=1H)H[,@V){V]g,

que é um estado puro separavel. Observe que essa operagao quantica muda a
estatistica de deteccao para o féton B e, aparentemente, conseguimos violar a

causalidade por meio de uma operacao local. A solugdo desse paradoxo é que
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houve comunicagao classica entre as duas partes no sentido em que somente estao
sendo considerados os casos em que houve deteccao em coincidéncias. O que ocorre
na pratica é que em muitas repeticoes B detecta um féton sem que A também o
faga (caso em que o foton foi absorvido pelo polarizador). Por meio de comunicagao
cléssica, a reconstrucgao do estado é feita através de medidas pos-selecionadas pelo

critério de detecgao em coincidéncias.

Retornando aos axiomas, o segundo deles é somente a condicao de linearidade, que segue
naturalmente da interpretacao dos termos p; como a probabilidade de se escolher o estado p;
na composicao do operador de estado.

Antes de justificarmos o terceiro axioma devemos lembrar que um mapa linear M agindo
em operadores positivos (no nosso caso, em operadores de estado) é dito positivo se, para

p>0= M(p) > 0. Estamos prontos para definir um mapa completamente positivo.

Um mapa linear M agindo num espago de Hilbert H; é completamente positivo

se para qualquer espaco de Hilbert auxiliar H, e para todos operadores positivos p
em Hq, ® H, valer

p>0=M®IZ,)(p) >0. (3.10)

Para um mapa ser completamente positivo ele deve ser positivo e sua extensao a

qualquer produto tensorial também devera ser positiva [16].

Podemos questionar qual é o significado fisico da completa positividade. Para responder
essa pergunta considere um sistema composto bipartite p no espago Hi; ® Ho. Podemos
submeter somente uma das partes & operagao quintica, enquanto a outra parte fica submetida
a operacao identidade Zs. Portanto é necessario que o mapa seja completamente positivo para
que o estado final do sistema composto seja positivo.

Existe ainda uma outra representagao equivalente das operagoes quanticas. Krauss [30] e
Choi |7] mostraram que os trés axiomas sao condigdes necessarias e suficientes para que uma
operagao quantica seja escrita numa forma que é conhecida como representacdo em soma de

operadores:

Teorema 2. O mapa £ satisfaz os trés axiomas acima se e somente se
E(p) = AipAl, (3.11)
i

para algum conjunto de operadores {A;} que mapeiam o espaco de Hilbert de entrada no espago

de Hilbert de saida, € ), A}LAZ- <T.

E possivel mostrar que a representacao em soma de operadores também é compativel com
o tratamento via a evolugdo de um subsistema acoplado com o ambiente (ou outros graus de

liberdade). Para isso voltemos a defini¢ao

E(p) = Tromp(Up @ pambUT). (3.12)
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Seja |ug) uma base ortonormal para o espaco de estados do ambiente, o qual assumimos estar
inicialmente num estado puro? |ug). O trago é dado pela soma dos elementos da diagonal, ou

seja,
E(p) =Y (url U[p® Juo) (uol | U ) (3.13)

k
=" AppAl, (3.14)
k

em que Ay, = (ug| U |ug) é um operador no espago de estados do subsistema de interesse. Para

a outra condicao, tomemos o trago do resultado,

: (3.15)

1
0<Tr (Z AkpAL> <1, (3.16)

k
0<Tr (Z Al Agp | <1 (3.17)
k
(3.18)
Como essa relagao deve ser vélida para todo p, é facil mostrar que
S AfA<T. (3.19)

k

E importante comentar que tal representacao em soma de operadores nao € inica. Existem

outros conjuntos de operadores {A}.} que dao origem a mesma operagao quantica [20] .

3.2.1 Representagao em soma de operadores

A representacao de uma operacdo quantica via soma de operadores, além de ser matemati-
camente conveniente de se trabalhar, permite uma interpretagao imediata como um processo
estocastico. Sua outra grande vantagem é que nos possibilita caracterizar a dindmica do sub-
sistema de interesse diretamente, sem se referir explicitamente aos outros graus de liberdade
do sistema total. Por ser a representacao que seré utilizada nessa dissertacao, iremos provar
um ultimo resultado antes de terminar a segao.

Vamos provar que os axiomas que definem uma operagao quantica fisicamente razoavel
levam & representacao em soma de operadores. O resultado foi demonstrado por Choi [7],
no entanto vamos preferir a abordagem dada em [31]. Vamos ainda ficar restritos a mapas
que levam um qubit em outro. A demonstragdo para o caso mais geral segue exatamente os
mesmos argumentos e pode ser encontrada nas referéncias.

Suponha que £ seja um mapa linear completamente positivo de B(H) para B(H), em que

2Como aponta [20], ndo h& nenhuma perda de generalidade nessa suposigio, uma vez que podemos intro-
duzir graus de liberdade adicionais para purificar o estado.
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B(H) & o conjunto de todos operadores limitados que agem em H. Se quisermos podemos ficar
restritos somente ao conjunto dos operadores de estado aceitéveis, mas essa suposicao nao é
necessaria na prova. Considere o mapa Z ® £ de B(H ® ‘H) em B(H ® H). Particularmente,

considere a agao de Z ® £ no seguinte operador pertencente ao espago ampliado B(H ® H):

1

Y =" i) Gl . (3:20)

1,§=0

Note que Y = 2 |®T) (|, em que |®T) = % (|00) + |11)) é um dos estados de Bell, portanto
maximamente emaranhado. Y pode ser escrito explicitamente na forma matricial na base

{100}, |01}, 10}, [11)}:

, (3.21)

que estd disposto como 2 x 2 blocos de matrizes 2 x 2. O bloco (i,j) ¢ exatamente |i) (j].

Assim sendo,

1
ZREY) =Y i) Gl ® &) ), (3.22)
i,j=0

que pela formula 2.29, pode ser escrito matricialmente como

(T ®E)Y) = , (3.23)
€<O 0>5<0 0)
1 0 0 1

Vamos expressar agora o efeito de tal mapa de uma forma totalmente independente. Como,

por hipotese, £ é completamente positivo, o estado final (Z ® £)(Y') sera positivo e possuira,

portanto, decomposigao espectral
(I@ 5 Z A ]ak ak| Z |ak CLk‘ (3.24)

em que |ay) sdo os autovetores normalizados para v/Ag. Esses autovetores possuem 4 termos,
e podem ser escritos como |ax) = (Gg1, k2, Gk3, Ak4). Vamos definir agora um operador Ay no

espago bidimensional {|0),|1)} como

Ay = RIS (3.25)
ag2 Q4
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( ?’“3 ) . (3.26)
Ak4

Dessa maneira,

s()-(2) o A0

Com essa notagao podemos escrever

ak1
a A
) =| M| = 10) : (3.27)
ags Ak|1>
A4

de onde segue que o mapa quantico serda dado por

A 10) (0] AL Ay [0) (1] A]

AR 1) (0] AL A1) Al | (3.28)

TREY) =)

k

Comparando agora as equagoes (3.28) e (3.23), e utilizando o mesmo argumento para

chegar em (3.23) , podemos finalmente concluir que

E(p) = > AppAl. (3.29)

Concluimos aqui a prova de que os axiomas definindo operacées quanticas levam & re-
presentacao em soma de operadores. Uma conclusdo um tanto quanto surpreendente dessa
demonstracao é que fomos capazes de determinar a forma geral para a operagao quéntica &
conhecendo somente a agao de £ em um qubit pertencente a um estado maximamente ema-
ranhado! Uma aplicagao extremamente tutil desse resultado é a possibilidade de se realizar
uma tomografia de processo, isto é, uma caracterizacao completa do mapa quéntico, utilizando

somente um estado de Bell na entrada [32, 33].

3.3 Exemplos

Vamos ilustrar agora com um exemplo concreto como uma operagao quantica especificada
pode ser escrita na forma de soma de operadores. Para esse propo6sito vamos considerar o

chamado canal despolarizante |20].

3.3.1 Canal despolarizante

Considere um qubit inicialmente no estado p. A operagdo quantica conhecida por canal
despolarizante € utilizada para modelar um meio em que esse qubit é totalmente despolarizado
com probabilidade p, ou seja, p é substituido pelo estado completamente misturado Z/2. A

probabilidade desse qubit passar intacto pelo canal é, portanto, 1 —p. Assim podemos escrever

£(p) = p% + (1 - pp. (3.30)
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Note que, no entanto, a operacao nao esta escrita na forma de soma de operadores, como
em (3.11). Antes de escrevermos esse processo na forma desejada vamos rever algumas pro-
priedades das matrizes de Pauli, definidas em (2.21). Para 01 = X, 00 = Y, e 03 = Z,
vale:

o} =1, (3.31)

005 = —0404, para 1 7& ] (3.32)

Vimos também no capitulo anterior que um estado p pode ser representado por um vetor
W = (w1, w2, ws) na bola de Bloch. E facil verificar com as propriedades (3.31) e (3.32) que
as seguintes transformagoes em p podem ser imediatamente relacionadas com rotagoes do

vetor w:

XpX, w — (wl, —w2a, —wg), (3.33)
YpY, w — (—wl, wa, —wg), (3.34)
ZpZ, w — (—wl, —wsy, ’11}3). (3.35)

Com esse resultado em maos, o estado completamente misturado Z/2, que estava "atra-
palhando"a representagao da operacao quéntica na forma de uma soma de Krauss, podera ser

escrito na forma mais conveniente

T p+XpX+YpY +2ZpZ

3.36
: : , (3.36)
que nos permite descrever o canal despolarizante como uma soma de operadores,
B 3p P
E(p) = 1_Z p—l—Z(XpX—I—YpY—I—ZpZ). (3.37)

Geralmente utiliza-se outra parametrizagdo, que possibilita uma interpretacao do tipo pro-
cesso estocastico direta: o operador p é deixado intacto com probabilidade 1 — p, e os opera-

dores X,Y e Z sao aplicados cada um com probabilidade p/3,
Elp)=(1 —P)P+§(XPX+YPY+ZpZ). (3.38)

Até entao trabalhamos com o canal despolarizante para um qubit. Evidentemente a ge-
neralizagdo para sistemas com dimensdes maiores é possivel e segue a mesma regra. Como

exemplo dessa extensao, considere um sistema de dois qubits inicialmente no estado singleto,

1

V2

O resultado da acao de um canal despolarizante isotropico em tal estado segue o mesmo padrao

ps=|¥) (¥, com o) (]01) — |10)). (3.39)

- ou ele é deixado intocado com probabilidade p ou é transformado no estado completamente
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misturado com probabilidade 1 — p :

£(ps) =p¥7) (¥ +(1-p)7F. (3.40)

O estado (3.40) é conhecido como estado de Werner [24], e possui algumas propriedades

interessantes que valem uma discussao a parte.

3.3.2 Estados de Werner

Antes de comecarmos a discussao de suas propriedades, observe que os estados de Werner 2 sio

uma, familia de estados parametrizados por um tnico pardmetro real p, com 0 < p < 1. Sua
forma geral é dada por uma combinagao de um estado de Bell totalmente emaranhado (o es-
tado singleto), com probabilidade p; e o estado completamente misturado, com probabilidade
1—p.

No capitulo anterior comentamos que os estados quéanticos de sistemas bipartites podem
ser separaveis ou emaranhados, nesse ultimo caso eles apresentam correlagoes nao-cléssicas.
Para um dado conjunto de correlagoes determinadas em um experimento podemos questio-
nar se essas correlacoes podem ser descritas por um modelo de variaveis ocultas totalmente
classico, que é exatamente a hipotese por tras das chamadas desigualdades de Bell [34]. Se
as correlagoes de medidas previstas para um dado estado violar alguma desigualdade do tipo
Bell, certamente este estado estaréd emaranhado e apresentard evidéncias de efeitos fisicos
nao-locais.

Werner se perguntou se todos os estados emaranhados seriam nao-locais, no sentido de
nao admitirem um modelo de variaveis ocultas. O resultado surpreendente de seu trabalho
foi justamente a construcao explicita de modelos de varidveis ocultas para uma familia de
estados quanticos emaranhados!

Devido & dificuldade de se mostrar se um estado emaranhado admite modelo local ou néo,
Werner restringiu seu estudo a uma classe de estados que possuem uma alta simetria, espe-
cificamente, estados que sao U ® U invariantes. Essa propriedade, também conhecida como
invaridncia por transformagoes unitdrias bi-locais, é a caracteristica marcante dos estados de

Werner e pode ser definida matematicamente por:
(U U)W(p) (U U =w(), (3.41)
onde definimos W (p) como o estado de Werner (3.40),

W(p)=p|¥ ) (0| +(1—p)§. (3.42)

Os casos limites correspondem a p = 1, quando temos o estado singleto, e p = 0, quando

3Em seu trabalho original Werner niio parametrizou os estados dessa maneira, mas sim como uma combi-
nagao do operador identidade com um operador de flip, definido por V(¢ ® ¢) = ¥ ® ¢; além disso, ele nao
ficou restrito a um espago de dimensao 2 X 2, tratando o caso geral d x d. Mesmo assim ¢é usual se referir aos
estados do tipo (3.40) como estados de Werner.
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Figura 3.1: Representagdo dos estados de Werner no plano tangle vs. entropia linear. O
ponto (Sp = 0,7 = 1) representa o estado singleto |¥~) (¥~|, correspondente a p = 1. O
ponto (S;, = 1,7 = 0) representa o estado totalmente misturado Z/4, para p = 0. Quando
variamos p de 1 até 0 os pontos da curva sao percorridos, da esquerda para a direita.

o estado é totalmente misturado. Podemos representar toda a familia de estados de Werner
no plano tangle (emaranhamento) por entropia linear (mistura) variando o parametro p. Essa
representacio esté feita na figura 3.1. E interessante observar que para uma certa faixa de
valores de p o tangle é sempre zero, implicando que os respectivos estados sao separaveis. O
valor limite da probabilidade p tal que um estado de Werner seja separavel é p = %, ou seja,
para % < p <1oestado W(p) é emaranhado.

Na figura 3.2 estao representados os resultados até a presente data dos estudos que con-

frontam estados de Werner, nao-localidade e separabilidade. Resumidamente temos,

e Estados de Wener sdo separaveis se e somente se p < 1/3, para p > 1/3 eles sao

emaranhados.

e Para 0 < p < 5/12 esses estados admitem modelo da variaveis ocultas para qualquer

tipo de medida, resultado provado por Barrett em [35].

e Em seu artigo original Werner mostrou que para a classe de medidas projetivas os

estados (3.40) admitem modelo de variaveis ocultas locais para p até 1/2.

e Recentemente Acin, Gisin e Toner (AGT) [36] estenderam a classe de estados de Wener

que admitem modelos locais para p < 0.66

e A regido dos parametros p em que tais estados violam a desigualdade CHSH, # e podem

portanto ser considerados genuinamente nio locais é p > 1/v/2.

4 Desigualdade CHSH é uma generalizacio das desigualdades de Bell, proposta por Clauser, Horne, Shi-
mony e Holt em [37]
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Figura 3.2: Propriedades nao-locais de estados de Werner de dois qubits

Note que esses resultados, até o momento, estdo consistentes. Alids, se nesse contexto
a desigualdade CHSH fosse 6tima®, seria possivel estender a classe de estados que admitem

modelos locais até o limite em que ndo ha violagdo, ou seja, p = 1/v/2.

3.3.3 O estado singleto

Antes de terminarmos a se¢ao gostariamos de comentar alguns resultados adicionais para o es-
tado singleto. Como jé foi mencionado, um estado singleto sujeito a um canal despolarizante
isotropico produz um estado de Werner, e o singleto é, ele proprio, um estado de Werner
com p = 1. A grande vantagem aqui é que temos um estado puro, maximamente emara-
nhado, de realizacao experimental relativamente simples e que, além de tudo, é invariante por

transformagGes unitarias bi-locais,
URU|0 ) (U | U eU =) (v, (3.43)

Imagine dois qubits preparados no estado singleto propagando num meio em que eles
ficam sujeitos a transformagoes unitarias aleatorias, mas coletivas (idéntica para ambos os
qubits). Esse processo ¢ um exemplo de descoeréncia coletiva para o qual o estado singleto é
imune. Foi verificado experimentalmente que tal estado é de fato seguro quanto alguns tipos
de descoeréncia |38|.

Um problema diferente da descoeréncia é a dissipagao, em que existe a probabilidade dos
qubits serem perdidos, dissipados em modos que nao serao medidos. Essa dificuldade é ainda
maior quando a dissipagao ¢ dependente do estado (por exemplo, dissipa-se mais o estado |0)
que o estado |1)). Considere agora a transformagio bi-local UDUT @ UDUT, onde D é dado

por
0 di

Como o estado singleto possui a mesma representacao em toda base, é facil mostrar que

50tima no sentido de, se um estado & nao local, ele viola a desigualdade.
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eles serao imunes a dissipagao coletiva desbalanceada em bases arbitrarias (a menos de uma

reducdo no numero de contagens), fato que também foi constatado experimentalmente [39].

3.4 Representacao alternativa para mapas em um qubit

Na secao 3.2 derivamos uma série de representagoes equivalentes para as chamadas opera-
coes qudnticas. Acontece que existe ainda uma outra forma simples de caracterizar mapas
completamente positivos no caso bidimensional, que oferece a vantagem adicional de utilizar
uma linguagem mais proxima daquela que se usa em Optica cléssica para tratar estados de
polarizagao via matrizes de Mueller. Apesar do caso bidimensional parecer um tanto quanto
especial, ele é de consideravel importancia por causa do seu papel em teorias de computacao
e informagao quéntica.

Vamos comegar relembrando a representagao de um estado quantico geral de 1 qubit na
bola de Bloch, dado pela formula (2.25),

1 -
p:§(00+w-0).

No fundo essa identificagdo nada mais é que a representacao de uma matriz Hermitiana
2 x 2 na base das matrizes de Pauli (2.21),

3
1
i=

em que w; = {1,w}, e 0; = {09,01,092,03}. Lembre que a escolha de wy = 1 é para garantir
trago unitério da matriz de densidade.

Como £ é um mapa linear nesse espago, podemos representé-lo por uma tnica matriz T

1 dr
(1) oo

Aqui ¥ = {t1,t2,t3} & um vetor coluna e dl = {dy,d2,ds} & um vetor linha. T é uma

4 x 4, como em [40]:

matriz 3 X 3 real. £ é uma operacgao que preserva o trago se e somente se d= 0, caso ao qual
ficaremos restritos a partir de agora. O efeito do mapa no estado de um qubit serd dado entao
por

& (woop + W - &) = woop + (f—k T&) - &. (3.47)

Na referéncia [41] mostra-se que qualquer mapa do tipo (3.46) pode ser reduzido via

mudanga de variaveis para a forma

1 0 0 0
th A 00

T=| * . (3.48)
ta 0 X O

t3 0 0 A3
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O resultado foi obtido por meio de uma modificagao da decomposigdo em valor singular
para a matriz real T. Em tal decomposi¢cao podemos escrever T = UDV, em que U e V sao
matrizes de rotagdo e D é uma matriz diagonal. Como uma rotagao @ — Rad é equivalente

a uma mudanca de base no estado p — VpVT, o mapa original podera ser descrito por
E(p)=U [%x (vva)] Ut (3.49)

em que 55, 5 ¢ o mapa correspondente a (3.48).

A importancia desse resultado nesse trabalho é que mais adiante estaremos interessados
em operagOes quanticas locais em um qubit pertencente & um par emaranhado. Como as
propriedades de emaranhamento e mistura sao insensiveis a transformagoes unitarias locais,
a formula (3.49) nos permitird lidar somente como o mapa simplificado (3.48). Com essa

observagao encerramos o capitulo.



Capitulo 4

Optica Linear e Mapas Quanticos

No capitulo anterior introduzimos o formalismo das operacdes qudnticas e, em especial, como
lidar com transformagdes ndo unitérias para um e dois qubits. Neste capitulo vamos realizar
uma conexao entre estados de polarizacao em Optica classica e sistemas quénticos de dois
niveis.

Uma das causas do sucesso da utilizagao dos fétons como mediadores de informagao quan-
tica é que eles interagem fracamente com o ambiente estando, portanto, praticamente livres de
tal tipo de descoeréncia. Evidentemente devemos ser capazes de manipular essa informacao,
o que ¢é usualmente feito através de instrumentos 6pticos que podem ser totalmente descri-
tos classicamente. Do ponto de vista quéntico temos uma operacao linear que transforma
os modos de entrada do campo nos modos de saida, descrita por um mapa completamente
positivo £. Vamos mostrar aqui como podemos relacionar mapas quanticos, que sao de fato
realizados por instrumentos 6pticos classicos, e o formalismo das matrizes de Jones e Mueller
para estados classicos de polarizagao.

Comecaremos revendo o tratamento classico para estados de polarizagao, incluindo o cal-
culo de Jones e as matrizes de Mueller. Em seguida mostraremos como passar desse tratamento
para a descricdo de um mapa quéntico no estado de um ou dois qubits p. Ilustraremos a re-
levancia dessa discussdo através de exemploes. As referéncias base as duas primeiras se¢oes
sao [42, 10|, outras referéncias relevantes serao citadas ao longo do texto. Finalizaremos o
capitulo com uma discussao sobre medidas do poder de despolarizacao de meios, com base
nas matrizes de Mueller, e apresentaremos nossa visao sobre algumas questoes na fronteira

tedrico-experimental.

4.1 Estados de polarizacao em Optica classica

Em qualquer ponto do espago o estado do campo eletromagnético é especificado por dois
vetores, o campo elétrico Eeo campo magnético H [43]. No caso estético esses campos
sao independentes um do outro, sendo determinados exclusivamente pela distribuicao de car-
gas e correntes. No caso dindmico, as derivadas espaciais e temporais desses campos estao

relacionadas por meio das equagoes de Maxwell, que prevéem a existéncia de ondas eletromag-

34
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néticas mesmo na auséncia de fontes. As equacdes de onda deduzidas a partir das equacgoes
de Maxwell admitem uma série de solucoes, das quais as mais simples sao as chamadas ondas
planas. As ondas planas, apesar de serem elementares, sdo extremamente uteis nao s6 do
ponto de vista experimental, uma vez que muitos feixes podem ser aproximados por ondas
planas (num certo limite); quanto do ponto de vista matematico, ja que qualquer solugao
mais sofisticada das equagoes de onda pode ser escrita como uma superposicao de Fourier de

ondas planas:

E = Eyelkr=wb), (4.1)
i = HyelF=wb, (4.2)

As amplitudes Eo e ﬁo sao vetores complexos constantes. As mesmas equagoes de Maxwell
garantem que os vetores E,ﬁ e k formam uma triade ortogonal, onde kéa direcao de
propagacao da onda. E usual em 6ptica escolher a direcio do campo elétrico como a direcio
de polarizacao da luz. Escolhendo z como a direcao de propagacao da onda, o estado de

polarizagao sera entao representado por um vetor complexo no plano xy.

4.1.1 O calculo de Jones

Podemos decompor as componentes de onda plana para o campo elétrico da seguinte forma:

Ey(2,t) = Egge'h==110x), (4.3)
Ey(2,t) = Epye'F==«1+0), (4.4)

Onde Ey; e d; , i = {x,y} s@o quantidades reais. Suprimindo o fator de propagacao kz—wt,

o campo elétrico podera ser escrito como um vetor coluna 2 x 1, conhecido como wetor de

. E 104
E— ( Eozew ) . (4.5)
0y€ Y

A forma geral acima representa uma luz com polarizacao eliptica, da qual podemos des-

Jones,

tacar alguns casos especiais. Adotando a conven¢ao de normalizagdo do vetor de Jones para

intensidade unitaria, uma luz polarizada horizontalmente (E, = 0) é representada por ( (1) >

Uma luz polarizada diagonalmente, a +45° pode ser dada por % ( 1 >, e uma luz com

N 1o
polarizacao circular direita” seria - ( " > .

A mudanca do estado de polarizagao do campo quando o mesmo atravessa um dispositivo

optico linear pode ser descrita utilizando as chamadas matrizes de Jones (T'), que sdo matrizes

e (ke ST 1
! Alguns autores utilizam a notagio e~ “**~“%) Nesse caso a polarizacao direita fica % < 1 )
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2 x 2 que transformam o estado de entrada no de saida de acordo com:

B (ter toy) (s
E, tye  Tyy E,

A fim de exemplificar, considere um elemento polarizador (ou dicrdico). Seu efeito nos

estados de polarizagao é dado pelas relagoes

E;c = meQH (4.7)
Eg,/ = pyEya 0< Dz, Dy <1 (4.8)

A matriz de Jones desse dispositivo é portanto

Ty = (7: ;Z) : (4.9)

Se esse dispositivo estiver girado de um angulo 6 em relagdo aos eixos, sua matriz de Jones

sera entao Tp(0) = Tr(—0)TpTr(0), onde Tk ¢ uma matriz de rotagao

Tr(6) = ( cosf  sin 9> . (4.10)

—sinf cos6

Realizando o produto das matrizes encontramos que a matriz de Jones para um elemento

dicréico girado é

(4.11)

Pz cos? 0 + py, sin?f  (py — Dy) sin @ cos 6
TD(9> = . ) 2 .
(pe — py)sinfcosf p,sin® 6 + p, cos” f

No caso um pouco mais geral em que temos uma onda plana quasi-monocromatica, o vetor

campo elétrico sera representado como antes, no entanto as amplitudes Ey; e as fases §; devem

. £ida(t)
B(t) = ( ;Ezzzggei%(t) > . (4.12)

ser fungoes do tempo,

Nessa situacao a descricao do estado de polarizagao via vetor de Jones nao é conveniente, uma
vez que as flutuagoes temporais da amplitude e fase do campo impoem certas dificuldades de
medida. Uma maneira mais conveniente de se tratar tais estados é por meio da matriz de
coeréncia (ou matriz de covariancia) definida por [44]:

J= <E(t)ET(t)> - . (4.13)

(Ex()EZ(1) (Ex(t)E())
(B, E(1)  (Ey(t)E(1))

Onde (...) denota a média temporal. Essa matriz ¢ Hermitiana e positivo semi-definida,
podendo ser facilmente determinada por um conjunto de 6 medidas de intensidade. As trans-

formagoes do estado de polarizagdo quando a luz atravessa um dispositivo Optico linear é
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ainda dada pelas matrizes de Jones

J =TJT". (4.14)

Considere por exemplo um estado em que as fases das componentes x e y do vetor campo
elétrico variam de forma totalmente aleatéria, de sorte que K, e I, estejam completamente
descorrelacionados, isto é, <ExE; > = <EyE;> = 0. A matriz de coeréncia sera diagonal e
dizemos que o estado estda despolarizado. Existem dispositivos opticos® que sdo capazes de
transformar estados da luz polarizados em estados despolarizados ou parcialmente polarizados.
Evidentemente nao devemos ser capazes de descrevé-los utilizando o célculo de Jones. Nessa

situacao devemos recorrer ao calculo de Mueller, que sera descrito a seguir.

4.1.2 O calculo de Mueller

Vamos introduzir agora os parametros de Stokes e o formalismo matricial de Mueller, que
pode ser utilizado para descrever qualquer estado de polarizagao [45], desde luz completamente
polarizada até os estados completamente despolarizados. Além disso, os pardmetros de Stokes
sao ideais para descrever experimentos onde ha uma superposicao de varios feixes polarizados,
contanto que nao exista uma relacdo de amplitude ou fase entre eles, ou seja, os feixes sao
incoerentes um em relacdo ao outro. Essa situacao pode ocorrer, por exemplo, quando feixes
de fontes independentes sao superpostos. No entanto existem experimentos em que ocorre
superposi¢ao coerente de feixes, por exemplo, experiéncias interferométricas. O célculo de
Jones é mais adequado para tratar os casos em que superpomos feixes totalmente polarizados
com relagoes de amplitude e fase bem definidas.

Ja adiantando um futuro paralelo com a mecénica quantica, uma superposi¢ao coerente
de estados é dada por uma combinacao de vetores de estados puros do tipo >, Aj |u;). Ja
uma superposicao incoerente de estados quénticos se refere & misturas estatisticas de estados
preparados independentemente, >, p;p;.

Considere a matriz de coeréncia definida pela equagao (4.13). Como ja comentamos, ela é
uma matriz Hermitiana nao-negativa e como tal pode ser representada na base das matrizes

de Pauli. Vamos redefinir as matrizes de Pauli com uma normalizacao um pouco diferente:

1 {1 0 1 {0 1

Xp= — , ¥ - L 7
"= lo 1 NG R I
1 {0 —i 1 {1 0

X3

=5l o) -5l (4.15)

2Estamos chamando qualquer elemento capaz de transformar o estado de polarizacio do campo de dispo-
sitivo dptico, sejam eles pegas de laboratério ou algum material que se deseja estudar.
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Para referéncia futura vamos também introduzir a chamada base padrao [10]:

ne(11) (o) (4.1

A matriz de coeréncia serd escrita nessas bases por

3
J=> 8,X,, (4.17)
n=0
3
J=> YV (4.18)
n=0

Os coeficientes S, da representacao da matriz de coeréncia na base de Pauli sao os cha-
mados pardmetros de Stokes do campo. J pode ser escrita explicitamente em fungao de tais

parametros,

(4.19)

V2

Como a base de Pauli introduzida é uma base ortonormal, podemos obter os parametros
de Stokes por meio do produto escalar de Hilbert-Schmidt, S,, = Tr(JX,,). Assim,

L So+S3  S1—1i5
Si+iSy So—S3)

1 2 2
So= 75 (1Bl + B, ).

1 * *
Sy = % (E.E; + E3Ey),

. (4.20)
Sy = —=(E.E; — E;E,),

\/§
5= 2= (1P - B[7).

Pode-se dar a seguinte interpretagao fisica para os parametros de Stokes :

Iy
So= L,
T2
1
S1 = —= (a5 — T135) ,
\f (4.21)
Sy = E(TR—TL),
1
S3=— (g —1v),

S

3

Em que 7;, com i = {45,135, R, L, H, V'}, sdo as transmitancias® nas polarizagoes a 45°,135°,

circular direita, circular esquerda, horizontal e vertical, respectivamente.

3Intensidade da luz transmitida se houver uma filtragem de somente um estado de polarizagéo.
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E importante lembrar que as defini¢des dos parametros de Stokes variam de autor para
autor, sendo necessario um imenso cuidado ao comparar resultados de fontes diferentes.
Vamos, por ora, trabalhar na base padrao Y),. J4 vimos como representar o estado de
polarizagdo do campo nessa base. Podemos perguntar entdo como se da a transformacao
desse estado quando o feixe de luz atravessa algum meio. Considere um dispositivo dptico
linear nao-despolarizante e que pode ser representado, portanto, por uma matriz de Jones
Hermitiana T'. De acordo com a equagao (4.14) o estado ap6s o meio sera dado por
Ty = T dwT} = T T}y T, (4.22)
em que esti subentendida a soma sobre indices repetidos. Como Ty ;l = (T ®T*)ijm, onde
estamos novamente utilizando a notagao de indices compostos (2.29), podemos definir uma
matriz M complexa, 4 x 4, e que representa o dispositivo em questdo por M =T ® T*. Cha-
mamos M de matriz de Mueller na base padrao [42], dada a sua semelhanga com as matrizes
de Mueller usuais que serao introduzidas logo adiante. Todas as matrizes que representam
elementos nao despolarizantes e, por sua vez, podem ser escritas como M = T®T* (e a matriz
M correspondente), sdo chamadas de matrizes de Mueller-Jones*. Elementos épticos despo-

larizantes podem ser obtidos tomando combinagoes lineares de matrizes de Mueller-Jones,

M= paMa, 0<pa<l. (4.23)
A

Em funcéo dos coeficientes gy, da decomposi¢ao da matriz de coeréncia, o estado de saida

sera

3
y(,l = ZMocﬁyﬁ' (4.24)
5=0

A matriz de Mueller que é usualmente utilizada em 6ptica classica é uma matriz real 4 x 4
que descreve a transformacao do estado de polarizacao do campo via os pardmetros de Stokes,

isto é,
3
Sl = MapSs. (4.25)
£=0

Geralmente M é escrita como

My d*
M= ( o ) . (4.26)
p W

Note a imensa semelhanga com a equagao (3.46). A vantagem de se escrever M dessa
maneira é que os vetores de P possuem uma interpretagao fisica [47]. d ¢ chamado de vetor
de diatenuagdo, sua direcao define os vetores de Stokes que possuem transmitancia maxima e
minima, e o seu modulo define a intensidade da diatenuagao. O vetor de Stokes normalizado

S = (1,d), possui transmitancia méaxima, e o vetor S = (1, —d) possui transmitancia minima.

4Dada uma matriz de Mueller M é possivel determinar se ela é ou ndo uma matriz de Mueller-Jones. A
referéncia [46] trata das condigdes necessarias e suficientes para que isto ocorra.
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Ja o vetor p é chamado de vetor de polarizancia. Ele define qual é o estado de polarizagao
resultante se incidirmos no meio uma luz completamente despolarizada. Ou seja, se §m =
(1,0,0,0), o estado de saida sera® St = (1,p).

Certamente podemos langar mao da mesma interpretagdo para o superoperador (3.46),
que representa um processo geral para um qubit. A primeira linha da matriz define a direcao
na esfera de Bloch cujo estado é submetido & méxima dissipag@ao quando atravessa o canal. A
primeira coluna da matriz define o estado de saida do canal quando entramos com um estado

completamente misturado.

4.1.3 Decomposicao espectral das matrizes de Mueller

Nesta secao vamos obter uma decomposicao das matrizes de Mueller que é interessante para
que possamos fazer um melhor paralelo com a mecéinica quantica. Se ficarmos restritos & lin-
guagem das operacgoes quanticas, o resultado final ird4 nos permitir escrever uma representacao
via soma de Krauss para um processo que é inicialmente descrito pelo superoperador (3.46).

Ficaremos por enquanto restritos a elementos 6pticos lineares nao despolarizantes. Vimos
na equagao (4.24) que o estado de saida é dado por SL = M, Sy, subentendendo a soma sobre

indices repetidos. Mas também

S, =Tr{X,J'}

=T { X, 77"}
(4.27)
=T {X,75,X,7T"}
=T { X, TX,T'} 5,
Portanto
M, =Tr {XMTX,,TT } . (4.28)

E facil verificar que os elementos M, sao reais. Rescrevendo a equagao acima explicita-

mente em funcdo dos componentes das matrizes,

My = (Xu)mnTnp(XV)qugm

= TopT g (X )mn (X )pg

= (T ®T") g (Xp)mn(Xv)pq

= (M) mpg (Xi)mn (Xv)pg (4.29)
mn (M) pa (X0)pg

ij (M)nm,pq (XV)pq
Z M)a,ﬂ (XV)ﬁ

Aqui usamos o fato de que as matrizes de Pauli sdo Hermitianas. Na ultima linha retornamos

5Estamos considerando a normalizacio da matriz de Mueller para Moo = 1.
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da notacao de indices compostos para a notagao normal. Nessa secao os indices gregos variam
de 0 a 3, enquanto os indices latinos assumem somente os valores 0 e 1. Na equagao acima
a=2n+mef=2p+q.

Podemos introduzir uma matrix 4 x 4 definida por Ay, = (X,)a, em que estamos orde-
nando os elementos da matriz de Pauli de acordo com (X,)a = (Xu)nm, com a = 2n + m.
A matriz A nos permite relacionar as matrizes de Mueller M e M. Além disso, nos permite

generalizar a relagao entre ambas, mesmo para dispositivos 6pticos despolarizantes:

M = ATMA, (4.30)
M = AMAT. (4.31)

Lembre que a matriz M dita a transformacao da matriz de coeréncia quando a mesma
é escrita na base de Pauli, e a matriz M, na base padrao. Vamos definir agora uma outra
matriz, H, Hermitiana e sobre a qual a decomposicao espectral sera feita. H pode ser obtida

por meio de um reordenamento dos indices da matriz M. Explicitamente,
an,mq = Mnm,pq- (432)

Por enquanto o carater Hermitiano de H nao é evidente. Vamos desenvolver um pouco mais

retomando a equagao (4.29).

(X075
(X/‘ ® X:)mqmp

g (H Oé,,@ (Xp, ® X;)B7OL

(4.33)

Aqui usamos a regra a = 2n+pe f = 2m+q. Como X,® X, formam uma base ortonormal
e completa para o espago das matrizes Hermitianas 4 x 4, a equagao acima representa as

projecoes de H em tal base. Invertendo a relagao obtemos

3
H= )Y M,(X,®X;). (4.34)
n,v=0

Nesse ponto é possivel verificar que H é, de fato, Hermitiana. Além disso podemos cons-
tatar que Tr(H) = 3>_, |, My Tr(X,)Tr(X,) = 2Moo.
A matriz H é formalmente idéntica a matriz de Choi |7, 48] descrevendo um processo

quantico de um qubit®. A hermiticidade de H é suficiente para garantir que ela possua

5No contexto das operacdes quanticas essa matriz surge de forma semelhante. A acéo de um superoperador
linear ¢ representada por uma matriz L tal que p},,.pq = Lnm,pgPpq- A matriz L ndo é Hermitiana, mas a
partir dela é possivel obter uma matriz Hermitiana positiva D, conhecida como matriz dindmica ou matriz de
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decomposicao espectral. Sejam entao A, e i, os autovalores e os autovetores correspondentes

de H, com p=0...3. O teorema espectral nos garante que a matriz poderé ser escrita como
Hop =Y Nu(iin)a(il},)s. (4.35)

Observe que Zizo Ay =TrH = 2Mpyo. Podemos construir uma matriz com as 4 compo-

nentes de cada autovetor ,, que serd definida por

—

(1_"/1)0 (Uu)ll' (4.36)
(u,u)2 (u,u)?)

1

T —

1

A matriz T, pode ser vista como uma matriz de Jones. A partir dessa definicao, e utili-

zando os indices compostos ij, kl, rescrevemos H como [10]

3 3
Hijp = MT)ig Tk =D XL @ T3 )it (4.37)
=0 p=0
Observe que basta reordenarmos os indices novamente para retornarmos a matriz M e

finalmente chegarmos no resultado principal do teorema da decomposigao para as matrizes de

Mueller:

3
M= \NT, T (4.38)
pn=0

Como a transformagao da matriz de coeréncia, antes e apds o meio, se dé via Ji’j = M ik
a formula (4.38) nos mostra que a transformagao mais geral que um elemento 6ptico linear

pode realizar sobre um feixe de luz, no que toca o estado de polarizagao, é

3
J—J =Y NTLJIT) (4.39)
pn=0

Muito ainda pode ser dito sobre as propriedades algébricas das matrizes de Mueller e
sobre o formalismo para tratar estados de polarizagao da luz. No entanto, os resultados que
chegamos até agora nos serao suficientes para estudar a evolugao dos estados de um ou dois
fétons em meios com descrigao cléssica, isto €, meios aos quais podemos associar matrizes de

Mueller. Esse é o tema da préxima secao.

4.2 Matrizes de Mueller classicas e mapas quanticos

O tratamento tedrico dado pela mecanica quantica para o campo eletromagnético concorda
muito bem com o tratamento dado pela 6ptica através dos pardmetros de Stokes. Isso nao

é estranho, uma vez que os parametros de Stokes sdo as quantidades observéveis na dptica

Choi por meio de um reordenamento dos indices, Dpnp,mq = Mnm,pq-
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classica. Retomando um ponto que ja foi destacado, considere inicialmente uma luz eliptica,

completamente polarizada, representada pela equacao

Y = c1p1 + cap2, (4.40)

aplicavel as descrigoes classica e quantica [49]. ¢1 e @2 representam estados de polariza-

7 e ¢y e ¢y sao coeficientes complexos. Como comentamos, estamos com uma

cao ortogonais
superposicao coerente de estados. A tnica diferenca entre ambos os tratamentos é a inter-
pretacio que damos aos simbolos da equagdo. Classicamente interpretamos |c1|? e |c2|? como
as intensidades que seriam medidas se passéssemos o feixe por um analisador orientado nas
polarizacoes @1 e o respectivamente. No caso quantico interpretamos esses niimeros como
as probabilidades relativas de um féton preparado no estado de polarizagao 1 passar por um
analisador que distingue somente esses dois estados de polarizagao.

De maneira anéloga podemos realizar uma superposigao incoerente de N feixes (fotons).
Como antes, chegaremos em duas representagdes matematicamente equivalentes - os parame-
tros de Stokes e a matriz de densidade, diferindo, mais uma vez, somente na interpretagao.
Independente da interpretagao a qual nos apegamos, nenhum resultado novo surge utilizando
uma ou outra descrigdo. Esse é um isomorfismo ha muito ja notado [49] entre os parame-
tros de Stokes, escritos na matriz de coeréncia classica J, e a matriz de densidade p para a
polarizacao dos fétons.

A outra parte desse paralelo entre Optica classica e Optica quintica diz respeito a des-
cricao dos processos, isto €, a evolugao ou transformacao dos estados de polarizagao quando
o feixe/fétons atravessam um dispositivo 6ptico linear®. Desenvolvemos varias ferramentas
para tratar os mapas quénticos, e ja4 comentamos como as matrizes de Mueller, originalmente
propostas para tratar estados cléssicos de polarizacao, se relacionam com a matriz de Choi das
operagoes quanticas. Com tais ferramentas em maos estamos prontos para determinar como
um estado quéntico é transformado por um meio que possui descricao cléssica via matriz de
Mueller M.

Considere um qubit codificado no estado de polarizacao de um féton, e preparado no estado
inicial p. Quando esse qubit atravessa um canal que foi classicamente determinado (por meio
de uma tomografia classica) e é descrito pela matriz de Mueller M ou M, o estado de saida

sera, de acordo com a equagao (4.39) e as consideragdes acima:

3
P ox Z)\”THpT/I, (4.41)
pn=0
em que T}, sao as matrizes (4.36) determinadas pela decomposi¢ao espectral da matriz de
Mueller (4.38). A tnica diferenga aqui do caso classico é que utilizamos uma proporciona-
lidade ao invés de uma igualdade. A razao disso é que no processo pode haver dissipagao.

Classicamente isso se reflete na reducao da intensidade total, o que ndao é nenhum problema.

"No caso quantico, sio os kets, no caso classico, vetores de Jones
8Interacdes nio lineares nem sempre admitirdo uma equivaléncia. Um exemplo tipico disso é o processo
de conversao paramétrica descendente espontdnea, que sera discutidos nos capitulos futuros.
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Dg

Figura 4.1: Processo bi-local descrito por matrizes de Mueller. Prepara-se inicialmente um
estado de dois fotons p. Em seguida cada féton é transmitido por um canal que realiza,
localmente, uma transformacao descrita por uma matriz de Mueller classica M. O estado
final é medido.

Mas o estado quantico p deve ser, por definicdo, normalizado para trago unitario. Caso o
trago nao seja preservado devemos renormalizar o resultado da operagao para garantir uma

matriz de densidade genuina.

4.2.1 Caso de dois fotons

Como podemos, utilizando esse formalismo, analisar o efeito de transformacées no estado
de dois fotons? Para responder a essa pergunta vamos considerar um experimento genérico,
esquematizado na figura 4.1. Inicialmente um estado genérico de dois fétons p é preparado.
Esse estado pode ser um estado fatoravel p = p4®pp, em que dois experimentos sao realizados
independentemente e em paralelo. Pode ser um estado separavel, em que ambos os fétons sao
preparados localmente, com comunicagao classica entre as partes responsaveis pela preparacao.
O caso mais interessante, e cujas aplicagoes estudaremos nessa dissertagao, é quando os fétons
sao preparados num estado emaranhado.

Apos a preparacao, cada foton segue um caminho diferente no qual existem dispositivos
Opticos independentes que possuem descri¢ao classica por meio das matrizes de Mueller M 4 e
M p respectivamente. Finalmente o estado final é detectado por detetores capazes de realizar
medidas e simples e em coincidéncias. Evidentemente é possivel que haja outros elementos
opticos junto aos detetores, como placas de onda. Esses elementos serdao exclusivamente
utilizados para a realizagdo de uma tomografia completa do estado, nao entrando na definigao
das matrizes M.

Suponha que as matrizes M4 e M p possuam decomposi¢ao espectral dada por

3 3
Ma =Y MTr T, e Mp =) NTP TP (4.42)
n=0 n=0
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respectivamente. A agdo do canal bi-local € = €4 ® ep serd dada entao pela transformagao

3
pe = (ea@ep)lo) < > NN (T TP p(T)* @ T)P). (4.43)
p,v=0

Podemos separar dois casos especiais. O primeiro, quando os dois fétons nao sao separados
e se propagam num mesmo feixe pelo mesmo canal € 4. Nessa situagao basta tomarmos A = B
na equagao acima. Se nao for possivel conseguir os fo6tons co-propagantes, podemos simular a
acao coletiva de um mesmo canal sobre os dois fotons colocando dois dispositivos opticos, A
e B, que sao descritos pela mesma matriz de Mueller, em cada caminho independentemente.
De fato, essa foi a estratégia utilizada por [38] para simular decoeréncia coletiva sobre os dois
fétons de um estado singleto.

O outro caso especial ocorre quando existe um dispositivo éptico em somente um dos
caminhos. Essa operagao é facilmente obtida da equagao (4.43) considerando a operacao B

como a operagao identidade Z. Explicitamente,

3
pe=(ea®D)[p] x Y AT/ @T) p(Tj* @ T). (4.44)
n=0

Vamos partir para alguns exemplos da aplicacao desses resultados.

4.2.2 Espalhamento de fé6tons emaranhados

Essa secao é baseada no artigo [50], em que os autores estudam a geracao de estados mistos
emaranhados pelo espalhamento de fétons gémeos. O esquema experimental é como na figura
4.1, sendo B a operacao identidade (ndo ha dispositivo no caminho) e em A ha um meio
espalhador descrito classicamente por uma matriz de Mueller. Os fétons sdo preparados
inicialmente no estado singleto |¥™) = %UH V) —|VH)), e somente um foton fica sujeito ao
espalhamento. Foram utilizadas trés classes de meios espalhadores. (i) Meios difusores, que
somente causam uma despolarizagao isotropica, (i) Meios espalhadores birrefringentes, que
além de despolarizar possuem alguma birrefringéncia e (7ii), meios espalhadores dicroicos, que
introduzem perdas dependentes da polarizagao.

Vamos estudar inicialmente o primeiro caso. Um meio despolarizante isotrépico pode ser

descrito pela matriz de Mueller

, (4.45)

o o O
o oy o
ol o o
N O O O

com 0 < p < 1. Construindo a matriz H a partir de Ma utilizando (4.34) e realizando a
decomposicao espectral como descrevemos, descobrimos que a matriz possui 3 autovalores

degenerados, e o seu espectro ¢ \g = (1 +3p)/2, e Ay = Ay = A3 = (1 — p)/2. Uma escolha



4. OPTICA LINEAR E MAPAS QUANTICOS 46

especifica dos autovalores correspondentes nos leva as seguintes matrizes da decomposicao:

T, = X,,. Aplicando entao a formula (4.44), com ps; = |¥~) (¥~ |, obteremos

_1+3p
pe ="

3
1-p
ps+ — > X, ®Ips X, T,
pn=1
1+3p 1—p

= 4 p5+ 4 (I_p5)7

I—p
=pps+TI,

(4.46)

que é exatamente um estado de Werner! Isso confirma nossa discussao anterior sobre a relacao
entre os estados de Werner e canais despolarizantes isotropicos.

Para considerar os outros dois casos vamos lancar mao de um resultado interessante sobre
as matrizes de Mueller, e que sera discutido com maiores detalhes na secao seguinte. Fato
é que todas matrizes de Mueller podem ser decompostas como M = MpMpgrMa, onde Mp
representa um elemento puramente dicréico, Mg um elemento puramente birrefringente e Ma
um elemento puramente despolarizante. Outras decomposi¢oes também sao possiveis, como
M = MAMgrMp. Dessa maneira, a decomposigao espectral para um dispositivo do tipo (i)
sera

3

MrpMa =Ty @ T} Z ATy @ Ty,

H=0 (4.47)

3
_ * ik
= E NI Ty @ Ty Ty,
n=0
onde usamos o fato de que o elemento puramente birrefringente possui uma matriz de Mueller-
Jones. Ty é uma matriz 2 x 2 arbitraria. E facil verificar que, nessas circunsténcias, o estado

final do sistema sera

3
pe=Tu T |> \N(T,QT)ps (T} ®T)| T}, & T,
©n=0

=Ty @I pu Ty @ L.

(4.48)

Esse é um estado obtido realizando uma transformacao unitaria local em um dos fétons de
um estado de Werner. Apesar do estado final ndo ser mais um estado de Werner, ele possui
a mesma quantidade de emaranhamento e o mesmo grau de mistura que o estado p,,.

Por tltimo consideramos a terceira classe de meios espalhadores - aqueles apresentam
também algum dicroismo. Seguindo os mesmos passos para chegar na equacao (4.48), podemos

mostrar que o estado final ser4 dado por
pe xTp @I pyTh &I (4.49)

Aqui Tp é a matriz de Jones para um elemento dicroico, que esté escrita na formula (4.11).
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Figura 4.2: Representagdo no plano tangle vs entropia linear para os estados resultantes
do espalhamento de um dos fétons de um estado singleto. Simulagdo numérica. (a) Espa-
lhamento por meios despolarizantes isotropicos (b) Espalhamento por meios despolarizantes
birrefringentes (¢) Espalhamento por meios despolarizantes dicroicos.

Na figura 4.2 estao representados os resultados de algumas simulagoes numéricas para os
espalhamentos considerados. Essas simulagoes foram feitas de acordo com [50]. Escolhemos
aleatoriamente varios meios (a) despolarizantes (b) despolarizantes e birrefringentes e (c)
despolarizantes dicréicos. Plotamos entao um diagrama cujas coordenadas sao uma medida
do grau de mistura do estado final (entropia linear) e uma medida do grau de emaranhamento
desse estado (tangle). A curva continua superior tragada em todos os gréficos representa os
estados mistos maximamente emaranhados, que possuem o maximo emaranhamento possivel
para um grau de mistura. Note que somente no tltimo caso, com os espalhdores dicréicos,
foram obtidos estados sub-Werner, ou seja, aqueles que estao abaixo da curva de Wener em
tal plano.

Esse modelo fenomenologico apresentado em [50] concorda muito bem com os resultados
experimentais apresentados na mesma referéncia. Foram feitos experimentos com dezenas de
meios espalhadores pertencentes as trés classes, e em cada uma delas os estados finais ficaram,

dentro dos erros experimentais, restritos as regioes previstas.

4.2.2.1 Espalhamento de dois f6tons

Até a presente data s6 foram realizados experimentos em que um dos fétons pertencentes ao
estado singleto sofre espalhamento. Podemos nos perguntar o que aconteceria se ambos os
fotons desse estado fossem espalhados por um mesmo meio. Nesta se¢do vamos discutir um
pouco esse problema.

Uma maneira de se realizar tal proposta experimentalmente seria utilizar o esquema da
figura 4.1, contanto que possamos garantir que em ambos os caminhos os fétons estarao su-
jeitos a um dispositivo descrito pela mesma matriz de Mueller M4 = Mp = M. Esse é
um esquema um tanto quanto artificial que tenta simular o espalhamento coletivo utilizando
dois dispositivos. No caso de meios complexos, como os que estamos considerando, tal difi-
culdade é ainda maior?. Seria ideal se pudéssemos garantir um espalhamento dos dois fétons
por um tnico meio. No entanto isso leva ao problema de conseguirmos pares de f6tons no

estado singleto propagando num mesmo feixe. Felizmente é possivel realizar um feixe singleto

“Por exemplo, um dos meios utilizados em [50] foi suspensio de leite e micro-esferas em agua destilada.
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Figura 4.3: Representacao no plano tangle vs entropia linear para os estados resultantes do
espalhamento de dois fotons inicialmente no estado singleto. Simulagao numérica. (a) Meios
despolarizantes puros ou despolarizadores birrefringentes (b) Meios despolarizantes dicroicos

experimentalmente [51], controlando o perfil do feixe de bombeamento de um experimento
de conversao paramétrica descendente e aproveitando das propriedades da interferometria
Hong-Ou-Mandel multimodal [52]. Vamos repetir as contas dessa se¢ao considerando o espa-
lhamento de dois f6tons, inicialmente no estado singleto, propagando num mesmo feixe pelos
dispositivos 6pticos do tipo (i), (ii) e (iii) mencionados.

Vimos que para um meio que realiza despolarizacao isotrépica, a decomposicao espectral
da matriz de Mueller fornece A\g = (1 +3p)/2, e A1 = A2 = A3 = (1 — p)/2; e as as matrizes

T, = X,,. O estado final serd portanto

3
Pe = Z AuAv (Xu ® Xu) ps (X/JL ® th) (4.50)
n,v=0

Com um pouco de manipulacao algébrica é possivel mostrar que

2

1—
pe = p’ps + 4p 7. (4.51)

Chegamos & interessante conclusao que, um meio despolarizante que gera um estado de Wener
com o parametro probabilidade igual a p quando somente um dos fétons é espalhado, gera um
estado de Werner com probabilidade p? quando os dois fétons sdao espalhados. Naturalmente,
como p? < p esse estado sera mais misturado.

No caso dos meios espalhadores birrefringentes o estado final serd, em paralelo com o que
ja deduzimos,

=Ty T, HTi T
Pe U Upw(p) U U (4.52)

= pu(p?).

Onde usamos a propriedade dos estados de Werner de invariancia por transformacgoes unitarias

bi-locais idénticas. Diferentemente do caso em que somente um féton é espalhado, obtemos,
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mesmo para meios espalhadores birrefringentes, um estado de Werner auténtico.

Por altimo, os meios espalhadores dicréicos, irdo transformar o estado inicial em
p- < Tp @ Tp pu(p?) T @ T},. (4.53)

Como pode ser observado na figura 4.3, o simples fato de existir uma transformagao di-
croica adicional, muda a distribuicao dos pontos no plano tangle vs. entropia linear em relagao
a0 caso em que somente um féton é espalhado. Nessa figura refizemos as simulagoes nas mes-
mas condicOes anteriores, isto é, escolhendo os parametros p,,p, € [0,1] e § € [0,27] da
matriz Tp, de maneira uniforme; bem como o parametro p € [0,1] do estado de Werner. E
importante notar que o preenchimento das regioes nao é uniforme. Por exemplo, aproxima-
damente 58% do pontos estao exatamente sobre a reta tangle=0 no caso de despolarizadores
dicroéicos. Isso decorre do fato dos estados de Werner com p < % serem separaveis (lembre
que aqui os estados de Werner aparecem com p?).

A conclusao que podemos tirar dessas simulagdes é que, para um experimento de espalha-
mento de dois fétons cubra relativamente bem a regiao acima da curva de Werner, é necessario

que a despolarizacao seja bem pequena, tal que p = 0.9.

Evidentemente existem outras aplicagoes da decomposicao espectral das matrizes de Mu-
eller. SO para citar mais um exemplo, é possivel utilizar tal decomposicdo como artificio
intuitivo para decidir qual montagem experimental é mais adequada para realizar alguma
transformagao. No artigo [53] os autores utilizam esse método para gerar um conjunto de
estados mistos maximamente emaranhados via operagoes locais.

A secd@o seguinte tratard de mais alguns resultados em éptica classica para matrizes de

Mueller e meios espalhadores.

4.3 Matrizes de Mueller e meios despolarizantes

Nessa se¢ao vamos introduzir dois outros resultados relativos a descri¢cao via matrizes de Mu-
eller de meios que causam despolarizagao. O primeiro deles é a decomposi¢ao de Lu-Chipman,
que foi utilizada sem maiores explicagbes na se¢ao 4.2.2. Em seguida vamos introduzir e re-
lacdo de entropia-despolarizacao para espalhamento aleatério de luz. Ambos sao resultados

relativamente recentes em 6ptica classica.

4.3.1 Decomposicao de Lu-Chipman para matrizes de Mueller

Na referéncia [47|, Lu e Chipman introduziram uma decomposi¢do polar das matrizes de
Mueller de maneira que fosse possivel separar os termos de diatenuagao (dicroismo), birrefrin-
géncia e despolarizagao. Essa decomposicao é do tipo produto, enquanto que a decomposicao
espectral introduzida na se¢do anterior é uma soma, especificamente, mostramos que qualquer
matriz de Mueller pode ser representada como uma soma de até 4 matrizes de Mueller-Jones.

Vamos introduzir inicialmente, mas sem justificativas, as matrizes de Mueller para meios
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nao despolarizantes birrefringentes e dicréicos, e entao para os meios puramente despolarizan-
tes. O efeito de um dispositivo birrefringente nos estados de polarizacao é equivalente & uma

rotacao na esfera de Poincaré!?. Assim, um elemento birrefringente tem matriz de Mueller

Mg dada por
1 07
Mrp=|_ , (4.54)
0 mp

em que mp é uma matriz 3 X 3 de rotagao.
A matriz de Mueller de um elemento dicrdico é totalmente definida pelo vetor de diatenu-

acao d_; que ja foi introduzido em (4.26). Ela ¢ dada explicitamente por

My = <1~ JF) , (4.55)

dmd

my=/1-d2Z+(1—+/1-d2)dd", (4.56)

em que d é o vetor unitario na direcao de d. Uma propriedade geométrica interessante desses
elementos é que o vetor de Stokes resultante da operagao sempre estéd no plano definido pelo
vetor de Stokes incidente e o vetor d.

Por dltimo, a matriz de Mueller para um despolarizador puro é

M = (1 6T> : (4.57)

P mp

em que P é o vetor de polarizdncia e ma é uma matriz simétrica 3 x 3. Essa submatriz pode
ser levada a forma diagonal com o uso de elementos birrefringentes. Os elementos da diagonal
a, b e ¢ correspondem aos fatores de despolarizacao em relagao aos eixos principais. Note que
(4.57) representa o caso geral, enquanto (4.45) vale para meios despolarizantes isotropicos (ou
isotropicamente despolarizantes).

Passamos agora a decomposi¢ao propriamente dita. Considere uma matriz de Mueller

geral, que pode, por exemplo, ter sido obtida experimentalmente. Vamos escrevé-la como

L
m= (1 7.
<ﬁ W)

Observe que, de acordo com (4.55) e (4.56) a primeira linha é suficiente para determinar

em 4.26, normalizada para My = 1:

Mp. Defina agora uma matriz M’ por

! —1 1 (_)T
M = MM," = : (4.58)

= !/

p m

10A esfera de Poincaré em éptica classica é o equivalente da esfera de Bloch para os estados de um qubit.
Da mesma maneira que existe um isomorfismo entre a matriz de coeréncia J e a matriz de densidade p, ha o
isomorfismo equivalente entre a esfera de Bloch e a esfera de Poincaré.
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Se realizarmos uma decomposi¢ao polar em m’, tal que m’ = SQ, em que S ¢ uma matriz
simétrica e Q uma matriz ortogonal, poderemos associar ma = S e mp = Q e concluiremos

a decomposicao. Explicitamente ma é dado por

ma = + [m'm’T + (\/)\1)\2 + v/ Ao + \/)\3)\1) Z} —

[<\/)\>1+ Vo + \/£> m'm” + )\1)\2/\34 ;

em que o sinal + é igual ao sinal do determinante de m. Ai, Ao e A3 sao os autovalores de

(4.59)

T - . . .
m’'m’" . Com ma e o vetor p, que pode ser obtido da primeira coluna de M, somos capazes

de determinar Ma. Por ultimo obtemos Mg de acordo com
Mp = M'M'. (4.60)

A decomposicao de Lu-Chipman consiste, portanto, em separar os fatores de despolariza-

¢ao, diatenuacao e birrefringéncia de uma matriz de Mueller, tal que possamos escrever
M = MAMgMp. (4.61)

Apesar da decomposigao ser bastante ttil, ela ndo é unica (as matrizes ndo comutam).
No entanto, entre as 6 decomposigoes possiveis, somente aquelas em que os fatores nao-
despolarizantes aparecem juntos sdo interessantes. A influéncia da ordem dos termos na

decomposi¢ao de Lu-Chipman é um tema bastante recente de estudo [54, 55].

4.3.2 Relagao entropia-despolarizacao para meios despolarizantes

Como ja vimos, a matriz de Mueller M para um certo dispositivo 6ptico é uma matriz real com
16 parametros capaz de descrever completamente as transformacoes no estado de polarizagao
de qualquer luz incidente. Fato é que praticamente todos sistemas fisicos reais possuem termos
de despolarizagdo, numa decomposicao de Lu-Chipman por exemplo. Seria interessante se
houvesse alguma medida que caracterizasse as propriedades de despolarizagao de um meio. O
problema de introduzirmos alguma métrica - um ntmero que quantifica a despolarizacao de
uma matriz de Mueller - é o mesmo que surge quando tentamos medir o grau de mistura de
um estado quéntico, que é como projetar um espaco multidimensional numa reta e conseguir,
com isso, informagoes relevantes. A busca de boas métricas para despolarizacdo e a relagao
entre elas é também um tema recente de estudo [56, 57].

No caso mais geral de despolarizagao anisotropica, dois parametros sao geralmente utiliza-
dos para caracterizar a despolarizagao. Sao eles a entropia do meio e o indice de despolarizagao
[58]. Esses parametros podem ser mais convenientemente expressos em funcao da matriz Her-
mitiana H que foi introduzida em (4.34). No entanto serd mais interessante se definirmos H
por

3
1 *
H=3 > jo M, (X, ® XF). (4.62)
pv=



4. OPTICA LINEAR E MAPAS QUANTICOS 52

A tnica diferenca sendo o fator de 1/2, que ird garantir que o Tr H =1, isto é, ) . \; = 1.
O indice de despolarizag¢io Djy; é uma medida do poder médio de despolarizacao do meio.
E possivel mostrar que Djy; pode ser escrito em funcao dos autovalores da matriz Hermitiana

associada H como
. 3 1/2
_ 2
Dy = [3 (4;)\V - 1)] . (4.63)

Seus limites sao Dj; = 1 para meios nao-despolarizantes e 0 < Djs < 1 para meios despola-
rizantes.

Uma outra medida é a chamada entropia do meio Ejp; , que é uma medida média da
entropia que um meio pode adicionar a luz incidente. Ela também pode ser convenientemente

escrita em funcao dos autovalores de H,
3
Ey == Mloggh,. (4.64)
v=0

E interessante que essas formulas nao nos sao tao estranhas. Basta recordar que a soma
do quadrado dos autovalores esti relacionada com a medida pureza de estados quanticos, e
a entropia Fj; nada mais é que a entropia de von Neumann, a menos da escolha da base do
logaritmo.

Ambos, Ey e Dy, dependem dos quatro autovalores de H. Na referéncia [59] os autores
mostram que existe um limite fisico na relacao entropia-despolarizacao, através de tais auto-
valores, que restringem a regiao do plano Ej; versus Dj; que pode ser obtida por qualquer
dispositivo 6ptico. Para caracterizar essa restrigao, considere o conjunto de todos autovalores

de H aceitéveis:

X = {(cos0)?, (sinfcos¢)?, (sinfsinecosy)?, (sinfsin ¢ sin~)?}. (4.65)

Esses sao pontos sobre uma esfera de raio unitario em quatro dimensoes, satisfazendo A; > 0 e
Z;‘-‘Zl Ai = 1. Podemos determinar numericamente a regiao acessivel escolhendo varios angulos
0, ¢ e v aleatoriamente sobre [0, 7/2]. O resultado dessa simulagao esta ilustrado na figura 4.4.

E interessante observar (o que nao foi mencionado no trabalho [59]), que a mesma regido
delimitada na figura 4.4 ja havia sido obtida anteriormente, de forma independente e num
contexto diferente. Estudando a relag@o entre a entropia de von Neumann e a entropia linear
para estados de dois qubits em [18], os autores concluiram que, devido a dificuldade de se
ordenar estados quénticos através do seu grau de mistura, a entropia de von Neumann nao
caracterizava a entropia linear com precisao, e vice versa. O problema do ordenamento foi
ilustrado por uma simulacao do mesmo tipo, obtendo uma regiao que, a menos de algumas
constantes, coincide com a que foi obtida no estudo de espalhamento cléassico de luz e matrizes
de Mueller. Essa semelhanca nao é, de maneira alguma, uma surpresa, sendo fruto do uso
das mesmas formulas para caracterizar as propriedades de interesse. Mas enquanto em [18]
isso é visto como um problema, em [59] isso aparece como uma universalidade na despolari-

zagao, que, de acordo com os autores, permitiria um nsight mais profundo da natureza do
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espalhamento da luz.

Na referéncia [1|, G. Puentes et al. descreveram um estudo experimental das propriedades
de despolarizacdo de uma classe ampla de meios espalhadores, com o objetivo de verificar
o preenchimento do plano Ej; por Djs como previsto teoricamente. O resultado, como
divulgado em [1], esta reproduzido na figura 4.5. A conclusao que se pode tirar desses dados
experimentais é que os meios espalhadores utilizados cobrem a regiao permitida teoricamente
no plano E; por Djy; quase que completamente. Note que, no entanto, nao foi possivel cobrir
a regiao abaixo da curva que conecta os pontos A e C na figura 4.5 (ou os pontos P; e P3 na
figura 4.4). Os autores, apesar de chamar a aten¢ao para o fato, nao forneceram uma possivel

razao para isso. Antes de encerrarmos o capitulo vamos discutir um pouco esse problema.

4.3.3 Sobre a escolha de matrizes de Mueller aleatérias

Para plotar o grafico da figura 4.4, fizemos um sorteio uniforme sobre o conjunto dos auto-
valores aceitaveis da matriz H, conseguindo, assim, preencher a regiao fisicamente aceitével
do plano Ej; por Dy de forma aproximadamente regular. Surge entdao uma pergunta: Seré
que a regularidade desse preenchimento é devido exclusivamente ao fato de estarmos sorte-
ando autovalores, ou é reflexo de alguma propriedade da distribuicao estatistica das matrizes
de Mueller fisicamente possiveis? Os resultados experimentais apresentados em [1| parecem
sugerir que, mesmo para uma ampla escolha de meios despolarizantes aleatorios, regides do
plano Ejs por Dy, ficarao desocupadas.

A questao de como distribuir uniformemente as matrizes de Mueller é, sem duvida, rele-
vante. Intimeros modelos fisicos bem sucedidos estao fundamentados na escolha adequada de

distribuigoes de matrizes aleatorias [60]. No contexto da Optica classica, isso teria aplicagoes

02 0.4 0.6 0.8 1.0

Figura 4.4: Determinacao numérica da regiao do plano Fj; por Dy fisicamente aceitavel. A
expressao analitica para as curvas que ligam os pontos P;P; se encontra em [59].
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no tratamento estocastico e simulagoes das propriedades épticas de meios; isto é, estudamos
nao um meio especifico, mas uma classe de meios cujas propriedades obedecem certas distri-
buigoes de probabilidades. Vamos sugerir uma maneira de se sortear classes de matrizes de
Muller e mostraremos uma possivel conexao com os resultados experimentais em |[1].

Vamos retomar a decomposi¢ao de Lu-Chipman. O fato dessa decomposi¢ao tentar sepa-
rar os termos de despolarizagao, atenuagao e birrefringéncia nos indica uma primeira tentativa
de se construir distribui¢oes de matrizes de Mueller de acordo com algumas classes. A decom-
posicao se da4 como M = MAMgrMp. J4 comentamos que a sub-matriz 3 x 3 em Ma pode

ser diagonalizada com o uso de dispositivos birrefringentes, portanto

M = MM MT Mg Mp,

i (4.66)

= MM MiMp,
/. T A = diag .
onde = Mp Mg, que também representa uma rotagao, e M, é dado por

1 0 0 0
0 0

M= PV (4.67)
p2 0 b 0
p3s 0 0 c

A nossa tentativa de escolher uniformemente matrizes de Mueller se dara da seguinte

formas:

0.8 4

(a) Dynamic:
A Microspheres
064 w Mik
:&' #  Optically active

LQ media

(b) Static:

044 "o Polymer diffuser
m  Holographic diffuser
and wave plate
Wadge depolarizer
Lyot depolanizer
Step index polvmer fibers
Stepindex  glass  fibers
Graded index glass fibers

1 " 1 M 1 L 1

0 0.2 04 06 08

D

M

0.2 4

ceed D

(=]

Figura 4.5: Reprodugao do resultado experimental obtido por G. Puentes et al. em [1] para
as propriedades de despolarizacao de meios espalhadores



4. OPTICA LINEAR E MAPAS QUANTICOS 55

00" 00
0.0 02 04 06 038 1oPum X : X . oPu

Ey
1.0

0.8 0.8
0.6 0.6
0.4

0.4

0.2

00! 00!
0.0 02 04 0.6 08 1.0 DM 0.0 0.2 04 0.6 08 1 .()DM

(c) (d)
Figura 4.6: Simula¢ao numérica de matrizes de Mueller com a diagonal do termo de despola-

riza¢do dado por a = b = ¢. (a) Sem restrigoes, exceto a igualdade entre a,b e ¢ (b) vetor de
polarizancia |p] < 0.1 (c) vetor de diatenuagao |d| < 0.1 (d) vetor de diatenuagao |d| > 0.9.

e Escolha o vetor de polarizancia p uniformemente na bola de raio unitario. Parametri-

zamos p = {pcosf, psinfsin ¢, psinbcos¢p}. Sorteamos p € [0, 1], e 0, ¢ € [0, 27].
e Escolhemos o vetor de diatenuagao d de maneira idéntica, na bola de raio unitéario.
e Escolhemos os termos de despolarizagao a, b, ¢ € [0, 1].

e Para a matriz de rotacao, escolhemos sobre uma distibui¢do uniforme de matrizes orto-

gonais [61].

Apos sortearmos os termos como descrito (ou impondo algumas restri¢oes, como faremos
logo abaixo), compomos a matriz de Mueller utilizando a decomposigao de Lu-Chipman de
tras para diante. O passo final é verificar se a matriz obtida ¢ fisicamente aceitével!! - basta
verificar se todos os autovalores A; da matriz H associada sdo nao negativos.

Com essas instrugoes em maos vamos simular numericamente algumas classes de matrizes
de Mueller e representé-las no plano Ej; por Djs. Considere inicialmente o caso em que os
termos da diagonal da sub-matriz ma sao todos iguais, a = b = ¢. Impondo somente essa res-

tri¢ao realizamos uma simula¢&o numérica de matrizes de Mueller, escolhendo uniformemente

" Toda matriz de Mueller possui decomposicdo do tipo Lu-Chipman, mas nem toda matriz que pode ser
escrita como um produto de termos do tipo da decomposi¢ao é uma matriz de Mueller.
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Figura 4.7: Simulacao numérica de matrizes de Mueller com a diagonal do termo de despola-

rizagdo dado por a # b # c. (a) Sem restrigdes (b) vetor de polarizancia [p] < 0.1 (c) vetor
de diatenuagao |d| < 0.1 (d) vetor de diatenuagao |d| > 0.9.

sob o critério da decomposi¢ao de Lu-Chipman. As matrizes fisicamente aceitaveis obtidas
foram representadas no plano Ejs por Dy na figura 4.6a. Em seguida restringimos um pouco
mais a classe de matrizes consideradas. Vamos tomar o limite em que as perdas dependentes
de polarizacao (dicroismo) sdo pequenas ou muito grandes. As figuras 4.6b e 4.6¢ representam
efeitos de diatenuacao pequenos, em que o moédulo dos vetores de polarizdncia e diatenuagao
satisfazem |p] < 0.1 e |d_] < 0.1 respectivamente. Por tltimo consideramos um caso em que a
polarizancia é muito grande, ou seja, se entrarmos com luz totalmente despolarizada, o estado
de saida terda um alto grau de polarizacao. Na figura 4.6d, |d_] >0.9.

Observe a forma com que o plano foi preenchido em cada um dos casos. Fica nitido como as
restrigdes nas matrizes de Mueller refletem na densidade de pontos ao longo da regiao aceitavel.
Por exemplo, impor um dicroismo grande leva a estados mais polarizados, concentrados na
regiao inferior direita do grafico. Outra conclusao interessante é que a regiao abaixo da curva
que une os pontos P, e P3 na figura 4.4 (a mesma que nao foi obtida experimentalmente)
praticamente nao é ocupada. Seria esse comportamento resultado das restrigoes impostas ou
ele persiste mesmo no caso de despolarizagdo totalmente anisotropica? Para responder essa
pergunta realizamos um segundo conjunto de simulagoes.

Nas figuras 4.7a, 4.7b, 4.7c e 4.7d representamos o resultado das mesmas simulagdes de

4.6, no entanto permitimos despolarizacao totalmente anisotrépica em todos os casos, isto
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é, a # b # c. Nessa situagdo atingimos um preenchimento maior do plano, no entanto
o comportamento geral ainda é o mesmo. Mesmo em 4.7a, onde matrizes de Mueller sem
restrigcoes estao sendo escolhidas, a densidade de pontos na regiao que nao foi obtida expe-
rimentalmente é bem pequena. Em todos os casos mais restritivos considerados, a ocupacao
da regido ndo-experimental é praticamente nula. E necessario simular uma quantidade de
pontos aproximadamente 100 vezes maior que a quantidade que estamos utilizando (que é em
torno de 5000 pontos) para que toda a regido passe a ser mais bem preenchida. A conclusao
que podemos tirar dessas simulagoes, e que parece ser comprovada experimentalmente, é que
escolhas aleatorias de canais fisicos, no que toca as propriedades de despolarizacao, deve ser
feita em distribui¢bes de matrizes de Mueller, e nao de suas Hermitianas conjugadas H. Isso
parece responder, pelo menos em partes, a questao em aberto no trabalho [1]. Evidentemente
o estudo das propriedades estatisticas das matrizes de Mueller ¢ um tema bastante longo,

sendo melhor encerrar por aqui a discussao.



Capitulo 5

Transformacoes birrefringentes

dependentes da posicao

Até agora lidamos com o formalismo das matrizes de Mueller aplicado em problemas de des-
polarizacdo sem, contudo, entrar em detalhes quanto ao seu mecanismo. A origem fisica da
despolarizagao em optica classica (ou da descoeréncia para qubits 6pticos) é, geralmente, de-
vida ao acoplamento entre o estado de polarizagao e outros graus de liberdade, como freqiiéncia
[38] ou vetor de onda (modos espaciais) |2]. Durante o processo de medida, as correlagoes
criadas por esse acoplamento nao serao detectadas, o que na pratica corresponde a realizar
uma média sobre todas as polarizacbes que atingem a area efetiva do detetor em um certo
intervalo de tempo. Isso leva a uma redugao do grau de polarizacao da luz. Por outro lado, as
proprias limitacoes impostas pela deteccao multimodal também levam a um maior ou menor
grau de polarizagao, de acordo com o esquema de medida [62]. A razao disso é que, usual-
mente, somente um subconjunto dos modos de luz espalhados sao detectados, de sorte que as
matrizes de Mueller obtidas irao depender do niimero de modos medidos.

Neste capitulo iremos explorar com mais detalhes um certo mecanismo simples de des-
polarizagao, causada por dispositivos 6pticos capazes de adicionar fases ao campo incidente
dependentes da polarizagao e da posicao transversal; sao esses os chamados objetos de fase
birrefringentes. Mais do que isso, nosso interesse principal no capitulo é estudar como as
propriedades de emaranhamento e mistura para estados de dois fétons sao modificadas por
elementos despolarizantes do tipo descrito.

O capitulo esta organizado da seguinte maneira: Inicialmente iremos rever a realizagao
experimental de pares de f6tons emaranhados por meio do processo de conversao paramétrica
descendente espontanea (CPDE), com énfase em alguns pontos de interesse. Em seguida
apresentaremos um formalismo que nos permite tratar os objetos com birrefringéncia depen-
dente da posicao, e aplicaremos o resultado ao estado da CPDE. Seré feita uma conexao com
a representacao das operagoes quanticas. Finalmente aplicaremos os resultados para alguns
dispositivos especificos, de forma que possamos ilustrar como o mecanismo da despolariza-
¢ao esta associado com a estrutura interna de tais dispositivos. Sera possivel comparar os

resultados de algumas simulagoes com resultados experimentais ji apresentados na literatura.

o8
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5.1 Estados emaranhados de dois fotons

5.1.1 Geracao experimental

Uma fonte usual de estados de dois fétons emaranhados em laboratoério é a chamada conversao
paramétrica descendente espontdnea (CPDE) [63]. Nesse processo um feixe de bombeamento
incide em um cristal dielétrico nao-linear, e a interacao entre ambos leva a conversao de um
foton do feixe de bombeamento em outros dois fotons com energia menor. O termo paramétrico
se refere ao fato do estado do cristal permanecer inalterado durante a interacdo', o que leva

as conhecidas condi¢oes de conservagao de energia e momentum,

hwy = hws + hw;, (5.1)
hk, = hk, + hk;, (5.2)

em que o indice p se refere ao feixe de bombeamento, e os indices s e ¢ aos fétons gémeos
convertidos, que sao usualmente batizados de sinal e idler. No entanto existem sempre efeitos
de dispersao nos cristais, o que nos obriga a utilizar cristais birrefringentes, nos quais o indice
de refragao depende nao s6 da freqiiéncia dos fotons, mas também de sua polarizacao e diregao
de propagacao. Utilizando a birrefringéncia para compensar a dispersao é possivel garantir
que as equagoes (5.1) e (5.2), também conhecidas como condigoes de casamento de fase, sejam
simultaneamente satisfeitas.

@) acopla os campos no cristal
ijk )

definindo, junto com a condicao de casamento de fase, dois tipos de conversoes possiveis. Na

O tensor de susceptibilidade nao-linear de segunda ordem y

conversao tipo I, os fétons convertidos saem com polarizagdes idénticas, mas ortogonais &
polarizacao do campo de bombeamento. Esse processo pode ser denotado por e — 00, em
que e significa polarizacio extraordindria, e o, polariza¢do ordindria. Ja a conversao tipo II
pode ser denotada por e — eo, ou seja, um dos fé6tons convertidos tem a mesma polarizagao
do campo incidente e o outro é polarizado ortogonalmente a esse. A partir de agora vamos
nos concentrar na conversao paramétrica do tipo II.

Um caso especial a ser considerado é aquele em que os foétons gémeos convertidos sao
degenerados em freqiiéncia, isto é, wy = w; = wy,/2. Na figura 5.1 ilustramos um caso tipico
de CPDE tipo II, em que somente a luz convertida nessa freqiiéncia esté representada. Observe
que o sinal e idler saem em dois cones distintos, cujos eixos dependem da polarizagao. Os
chamados fdtons gémeos — fétons que originaram de um mesmo féton do feixe de bombeamento
— sempre serdo encontrados em cones diferentes e simetricamente opostos em relagao a dire¢ao
do feixe incidente, o que é conseqiiéncia da condi¢ao de conservacao do momentum. Tanto
o eixo dos cones quanto o tamanho da abertura dependem da orientacao relativa entre a
direcao de propagacao do feixe de bombeamento e o eixo 6ptico do cristal. No caso da figura
5.1 representamos o caso em que o cristal estd orientado de tal maneira que os dois cones

se interceptam em somente um segmento. Essa é a condicao conhecida por casamento de

"sso significa que o processo deve ser descrito utilizando susceptibilidades reais, j4 que a parte imaginaria
de x esta relacionada com absorgdo de energia.
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Pol. extraordinaria (V)

Laser com polarizagdo V $

~

‘21/ |HV) + [VH)
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Cristal do tipo II

Figura 5.1: Conversao paramétrica do tipo II colinear.
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Figura 5.2: Esquema experimental simplificado para a geragao de um feixe singleto. O feixe
é preparado com perfil anti-simétrico, o estado de polarizagao é transformado no singleto
com o uso de uma placa de meia onda (1/2), em seguida realiza-se uma interferéncia Hong-
Ou-Mandel num divisor de feixes (DF). Os dois fétons no estado singleto sairdo sempre pela
mesma porta do DF.

fase colinear e degenerado, em que ambos os fétons gémeos com freqiiéncia w,/2 poderao ser
encontrados na mesma diregao, definida por k.

Como comentamos, na conversao paramétrica tipo II os dois fétons convertidos possuem
polarizagoes ortogonais. Como o cristal é birrefringente esses fo6tons estarao, portanto, sujeitos
a indices de refragao diferentes, que se manifesta na diferenga da velocidade de propagagao en-
tre o sinal e o idler. Em algumas aplicagoes é necessario que esses fétons sejam completamente
indistinguiveis, o que implica na necessidade de se adicionar cristais compensadores apds o
cristal da conversao paramétrica, para compensar efeitos de walk-off longitudinal e transver-
sal. Nessa situacgao, se observarmos somente os fétons provenientes do cruzamento dos cones
(que no caso colinear se d4 em somente um ponto) o estado correspondente ao sub-espago das
polarizagoes dos fotons serd um estado maximamente emaranhado |[U) = %(|H V)+|VH)).

E quanto ao estado singleto sobre o qual tanto comentamos? Uma vez que obtemos o
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estado |¥T) numa situagdo nao-colinear, basta utilizar uma placa de meia onda (\/2) para
realizar a transformagdo H — H ¢ V — —V em somente um dos f6tons. Assim obtemos
experimentalmente o singleto, |U™) = %UH V)—|V H)). Jamencionamos também o interesse
em se preparar os dois fotons no estado |¥~) e copropagantes — o feixe singleto [64]. Para
isso, basta preparar um estado de polarizagao singleto nao-colinear, utilizando um feixe de
bombeamento com perfil anti-simétrico. Quando se realiza uma interferéncia do tipo Hong-
Ou-Mandel com esses fétons eles sairao, ambos, pela mesma porta do divisor de feixes, sendo

a escolha de qual das duas portas aleatoria (figura 5.2).

5.1.2 Representacao em espectro angular

Antes de continuarmos com a descricdo matematica dos estados emaranhados de dois fotons
vamos introduzir rapidamente a nogao de representacao em espectro angular para os campos
de radiacao [65, 66|.

Considere um campo escalar monocromético
V(r,t)=U(r)e ™, (5.3)

Como esse campo deve satisfazer a equacdo de onda 0?V/0t? = (c/n)?V?V, ¢é facil verificar

que a parte espacial deve obedecer a equagao de Helmholtz
(V24 E)U(r) =0, (5.4)

onde k = n(w)w/c. Podemos representar esse campo em qualquer plano z = cste por uma

integral de Fourier nas outras duas coordenadas, x, y:

+o0
1 - .
U(a?,y,z) = (271‘)2 // U(Qxaqmz)el(qszrqyy)de de' (55)

Substituindo (5.5) na equagao de Helmholtz verifica-se que o espectro angular do campo,

U(qz, qy; z), deve satisfazer
82

022

onde k? = k? — ¢?, e o vetor q é dado por q = ¢, % + qy9. A solucao dessa equacao dependera

Ulg;2) = —k2U(g; 2), (5.6)

das condigoes de contorno. Se considerarmos solugoes no semi-espago z > 0 e que todas as
ondas se propagam da origem para o infinito, podemos mostrar que o campo U(r) pode ser

escrito em fungao de uma integral do espectro angular desse campo em z = 0,

+oo
Up) = s [ Olas0)etan V=g (5.7

Vamos chamar A(q) = U(gq;0). Note que na integral (5.7) temos tanto a contribuigao de

ondas homogéneas quanto de ondas evanescentes. Essas tltimas ocorrem quando o médulo do
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vetor g supera k no integrando, levando a ondas cuja amplitude decai exponencialmente com
a distancia. Ondas evanescentes nao contribuem para o campo distante, que seré especificado
completamente pelas componentes com freqiiéncias espaciais mais baixas do campo no plano
z=0. Mais do que isso, pode-se mostrar que a amplitude espectral de uma tnica onda plana da
representacao em espectro angular iré contribuir para o comportamento assintético do campo
numa dire¢do especifica 7. Isso fica melhor ilustrado se escrevermos a expressao de U(r) no

campo distante [66]:
ik [z z oy err
Ulz,y,2) ~ — o~ (7) A (k:?, k:;) (5.8)

2 \r r

onde k = nw/c. Como (z/r)? + (y/r)? < 1, essa onda & necessariamente homogénea, e é
exatamente a onda que se propaga ao longo do vetor posicao 7, para o qual o comportamenteo
assintotico esté sendo considerado.

Na situag@o em que somente as amplitudes do campo em z,y < r sdo apreciaveis para o
campo distante (campos paraxiais), podemos aproximar r & cste na formula acima. Portanto
(5.8) nos mostra que uma medida do campo distante nos fornece diretamente o espectro
angular no plano z = 0.

A expressao (5.7) pode ser trabalhada, de forma que, feitas algumas aproximagoes (z > A
e p? < 2%), o campo em um plano z > 0 podera ser escrito como a propagagio do campo no
plano z =0 [67] :

ikz

Az

U(p,2) ~ / U(p,0)e'= =P ap! (5.9)

5.1.3 O estado quantico da CPDE

E possivel realizar um tratamento quantico para o processo de conversao paramétrica, que
consiste basicamente em escrever o Hamiltoniano de interacao com o campo eletromagnético
quantizado no meio nao-linear, e realizar uma expansao perturbativa no operador de evolugao
temporal. Muitas s@o as consideracoes e simplificagtes feitas para se chegar & uma expressao
do estado quantico de dois fétons da CPDE [63, 68, 52]:

W)eppp = Cllvac) + C2[4) (5.10)

tal que |C1]| < |C2|. Esses coeficientes dependem, entre outros fatores, da espessura do cristal,
da intensidade do feixe de bombeamento e da susceptibilidade nao-linear. Desprezando termos

que apresentam mais de dois fotons, [1) sera dado por

=3 Con / /D da,dg; ®(q,. 4;) 45, 04) |4, . (5.11)

05,04

A restricao quanto ao estado de polarizagao dos foétons convertidos é dada pelo coeficiente

Co,,0;- Estamos rotulando os kets que representam estados de Fock de um modo de onda
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plana pela componente transversal do vetor de onda e pela polarizacio®. Os subscritos s e i
se referem aos fotons sinal e idler respectivamente. Quando o cristal utilizado é muito fino e

o angulo de saida do cristal dos foétons convertidos for pequeno, a fungao ®(q,, q;) sera dada

1 2L . L qs; — q; 2
©(4s,4i) = 1\ 77 0(4s + g;)sinc (|4K|) : (5.12)

K é o modulo de vetor de onda do feixe de bombeamento e sinc(x) = sin(z)/x. Na expressao

por

acima aparece a funcdo v(q), que é o espectro angular normalizado do feixe de bombeamento

no plano do cristal.

5.2 Transformacoes no estado da CPDE por objetos de fase

birrefringentes

Nessa secao estudaremos como o estado dos fétons provenientes da CPDE é transformado
quando ambos atravessam um meio cuja birrefringéncia depende da posigdo - um objeto de
fase birrefringente. Como vimos, o estado da CPDE representado em (5.11) é uma expansao
em modos de ondas planas rotuladas pela componente transversal do vetor de onda. Isso nos
permite analisar como cada ket |q, o) é transformado separadamente, e depois superpor os
resultados com os pesos adequados.

Vamos estudar inicialmente uma placa que realiza transformacoes unitarias dependentes
da posicao, e nao da polarizacao. Por enquanto podemos omitir o indice o correspondente &

polarizagado nos kets. Suponha um objeto cuja fungao de transferéncia é dada por
t(x,y) = @), (5.13)

Motivados pela representagao em espectro angular do campo eletromagnético, vamos associar
a cada ket |qy) uma onda plana transversa cuja amplitude espacial é ¢'0°P. Essa onda sera

transformada por tal objeto em

eiqo.p transf. ei[qo.p.i_qb(x,y)}’ (5_14)

que por sua vez também pode ser representado numa decomposicao de Fourier,

. 1 +o0 )
i[go-p+o(z,y)] A iq-p 1
e eat /  daA(g)e”. (5.15)
“+o00
A,(q) :/ dqei[QO‘P+¢(9€,y)] e_iQ'p' (516)

2Escrevendo k = q+k. 2, com g = q=2+ qy Y, podemos utilizar a componente transversal g para especificar
o ket completamente, uma vez que o médulo do vetor de onda esté fixo como sendo a metade do médulo do
vetor de onda do feixe de bombeamento, k = k,/2. Experimentalmente isso se da com o uso de filtros de
interferéncia estreitos nos detetores, centrados em A = 2\,.
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Portanto o ket |q,) sera transformado em

lq0) — /dq Alq)|q),

(5.17)
o /qu’(q +qo) g+ qp) -

Note que, no entanto, a fungao A’(g+q,) nada mais é que a transformada de Fourier da fungao
de tranferéncia t(x,y). Portanto o efeito dessa placa nos estados rotulados pela componente

transversal do vetor de onda sera simplesmente

90) — /qu(q —q)l9), (5.18)
onde A(q) = Ft(z,y)]. (5.19)

Por exemplo, se ambos os fo6tons convertidos na CPDE passarem por essa placa o estado

final (ainda omitindo os termos de polarizac¢ao) sera dado por:

9"y = /dqs/dqi/dq’/dq” ®(q,,9;)Ald — q,)Ad" — ;) |a,) 1q;) (5.20)

J& estamos prontos para estender o modelo para transformagoes birrefringentes que de-
pendem da posi¢ao transversal p. Como vimos, uma transformagdo desse tipo pode ser
representada por uma matriz de Jones no sub-espago de polarizagao. Considere entao uma

matriz de Jones dependente de p

Tu(p) = (5.21)

Tuu(p) THV(P)]
Tvu(p) Tvv(p) |

Devemos voltar agora ao estado dos dois fétons considerando o grau de liberdade relativo
a polarizagdo que iremos escrever da seguinte forma |g,0) = |g)|o). A maneira com que
separamos os kets de polarizacao e momentum nao s6 nao é 6bvia como, a rigor, é errada.
O problema é que estados de polarizacao sao necessariamente definidos em relagdo a um
dado vetor momentum [69], uma vez que nao existe um operador que cria, a partir do vacuo,
estados de momentum |q) ou de polarizagdo |o) [62]. Se estivermos interessados somente
no sub-espaco de polarizagdo, é possivel definir uma matriz de densidade efetiva que estaré
associada aos parametros de Stokes que serao efetivamente medidos [62]. Essa matriz foi
definida estudando como o estado de um féton num modo de onda plana é alterado quando
o foton atravessa um polarizador arbitrariamente orientado. No entanto, na referéncia [70]
foi calculada a matriz de densidade efetiva para estados emaranhados de dois fétons gerados
pela CPDE, e foi mostrado que a fidelidade desses estados com os estados ideais |¥T) e [¥™)
é de 99%. Sendo esse o caso, estamos autorizados a desprezar a dependéncia dos vetores de
polarizagao com o vetor de onda e podemos dar prosseguimento & fatoragao |gq,o) = |q) |o),
rigorosamente incorreta, mas justificavel.

Nao é dificil enxergar que, quando o objeto é birrefringente, o estado de dois fétons da
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CPDE sera transformado em

=3 oo, / da, / da; / dq / dq" (a5, 4:) |2, 19:) T (d — 45) ® Tor(a” — a5) o) o)

05,04

(5.22)
onde  T(q) = F[Tu(p)]. (5.23)

A transformada de Fourier da matriz esta definida como a transformada de Fourier de cada
elemento da matriz. Se expandirmos o produto tensorial em fungao dos elementos das matrizes
ficaremos com uma soma de varios termos formalmente idénticos a equagao (5.20). Podemos

entdo trabalhar na expressao (5.20) e, ao fim, retomarmos a forma (5.22).

5.2.1 Probabilidade de detecgao

Uma vez que temos a funcao de onda em maos podemos perguntar qual é a probabilidade de
se detectar um foton em 74 e outro em ;. Da mesma forma que a soma sobre os vérios termos
da equagao (5.22) deve estar subentendida, apesar de nao indicarmos isso explicitamente, a
pergunta implicita aqui é, na verdade: Qual é a probabilidade de dois fétons inicialmente
com polarizagdes o5 e o0; serem detectados com polarizagdes o, e o e nas posi¢des 5 ¢
r; respectivamente, apos o dispositivo? Podemos escrever explicitamente a amplitude de

probabilidade para que isto ocorra como [66]

A(rs, a5, 74,0;) o (vac| ESD (ro) ESD () [¢) (5.24)
onde E(+)(r) :/dqaa(q) ei(‘I’P+\/k2_q22)7

o

e /dqaa(q) o in) (5.25)

No ultimo passo consideramos a aproximagao paraxial k > ¢, onde a,(q) é o operador de
aniquilagdo do modo |g, o).

Substituindo (5.25) e (5.22) em (5.24), omitindo os indices relativos & polarizagao e, por

simplicidade, trabalhando em somente um dos termos da soma, ficamos com

L
A(rs,r;) = cste /dqs/dqz/dqs /dqz v(q}, + qj)sinc <4K\q’s - q§!2> X

B q/2 q{2
Ti(qs — q.)Ti(q; qz)exp[ (qs Ps = gp % T i pz—fzi>]- (5.26)

Aqui, z representa a distancia entre o cristal e o dispositivo birrefringente. Estamos
também considerando que a detecgao é feita imediatamente apos o dispostivo. As proximas
manipulagdes que faremos representam uma particularizagao das contas desenvolvidas na
referéncia [67], a qual vamos utilizar como base.

Note que no integrando podemos separar a transformada de Fourier de duas funcoes
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2 2

. g

L B P
A(rs,m;) = cste /dqs’/dqi’v(QQ + gj)sinc <4Klq; - qél2> O

/ dq,Ts(q, — q,)e'% P> / dq;T;(q; — g;)e% .

As integrais em T e T; nada mais sdo, a menos de uma fase adicional, a funcao transferéncia

do objeto,
! [ '\l P id.p
@n2 | 145150, = q)e P = To(py e,
(%V/@ﬂ@rﬂw%”zﬂ@m%%
Portanto
A(T‘S,T‘i) X

2 12

L g 3s i3 /
Ts(ps)T;(p;) /alqs'/dqi’v(q’S + q})sinc (4K|q'S - q;|2> oot %5 o ok % ids Pt py)
que esta na forma de uma convolugao®
A(rs, 1) o< Ts(ps)Ti(p; ) G1 (s, 7i) x Ga(7s, 73),

onde
i L ol L
Gi(rs,ri) = /dqs’/dq/v(q’s + ¢})sinc <4K|q’s - q2|2> e!(@ePst i Py,
ﬁ 2

.q;
_ ol ] —i5—2s id.-p.
Go(rs,7i) = / dq,/e”"7h 7l / dgi'e” " e,

O célculo de Ga(rs, ;) ¢ imediato e fornece

Ga(rs, ;) o exp [z < b oy ,02>] : (5.27)

225" % 2z "

O célculo de G1(rs, ;) € um pouco mais trabalhoso, mas segue a mesma logica — note que Gy

também estd na forma de uma convolugao, se trabalharmos nessa expressao obteremos [67]

+ p, — p,
Gi(rs,7) X W (”8 . ”%) 1% (”s 5 ”2) , (5.28)
3Lembre que uma convolugio ¢ a transformada de Fourier de um produto de fungdes. Se F(a) = F[f(z)]
e G(a) = Flg(z)], entdo mostra-se que a convolugdo f * g = 5 jo‘f F(a)G(a)e'* da sera dada por f* g =

JIZ fw)g(e — u)de.
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onde W(p) é o perfil espacial do campo bombeador no plano do cristal, em z =0, e W(p) ¢

a transformada de Fourier de sinc (&qQ), que é dada por

Vm)m[r—i&(fﬁﬁ}, (5.29)

onde Si(x) ¢ a func@o seno integral [67]. Agora estamos prontos para rescrever a amplitude

de probabilidade de detecgao em coincidéncias a partir da convolucao,
A(rs,r;)

Ts(ps)Ti(p:) /ﬁﬁ/ﬁnﬂf<€;">1f<§;">em)&(;;ms &> + i\ nP)]

No entanto, no nosso caso de interesse z; = 2; = z e ks = k; = k. Com essas consideragoes e

com as seguintes mudancas de variaveis:

ps+pz Ps — P;
R = S=—-
2 2
§+m y_€—m
rR=511 g =5"1
2’ 2’

a amplitude de probabilidade de deteccao em coincidéncias podera ser simplificada para
Alry,m)  Ty(p,)Ti(p;) / AR'W (R)e'» PR / dS'V(S')e =SS (5.30)

De acordo com a equagao (5.9), essas duas integrais representam a propagagao das fungoes

W e V de um plano z = 0 para um plano z > 0. Escreveremos isso explicitamente como

Alrer) < Tp )T W (25 Pisz ) v (P52 ). (531)

Por conveniéncia futura vamos definir a funcao normalizada
g(ps,pi;z>:NW(”S"2“’i;z>V<”52 ”Z,z), (5.32)

onde N é uma constante que garante [[ dp,dp;|g(ps, ps; z)|* = 1.

5.2.2 Estado efetivo de polarizacao

Agora estamos prontos para levar em conta os estados de polarizacao novamente. Lembre
que a formula (5.31) se refere a um dos termos do somatoério quando expandimos o produto
tensorial. Para que possamos enxergar melhor o efeito do dispositivo com birrefringéncia
variavel, vamos escrever o ket correspondente ao estado transformado, |¢'). Essa reconstrugao
se daréd da seguinte forma:

Seja a expansdo de um estado quéntico 1)) = """ ¢ |i), em que estamos considerando

um espago de dimensao finita. Sabemos que os coeficientes ¢; fornecem a amplitude de proba-
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bilidade do autovalor ¢ ser obtido, numa medida de um operador que tem os estados |i) como
autoestados. O que faremos agora é a operacao inversa. Dadas as amplitudes de probabilidade
de se encontrar um determinado resultado, vamos reconstruir o estado. No nosso caso, temos
amplitudes de probabilidade de se encontrar fétons em uma dada posicao. O problema é que
nao existe nenhum operador posi¢cao para fotons, que teria |p) como autoestados, e que seria
capaz de localizé-los num ponto do espago. No entanto, mesmo assim, é tentador interpretar
o sinal de um fotocontador como proveniente de um féton que estaria, num certo sentido,
localizado. Com essa motivagdo, é possivel introduzir estados de excitagoes de campo apro-
ximadamente localizadas [66], e que s6 tem sentido enquanto o comprimento de onda desses
fotons for muito menor que a escala em que sao feitas as medidas no laboratério. Como esse

é o caso, vamos dar continuidade & reconstrugao e escreveremos, finalmente, o estado [¢'):

[y = / / dp.dp; 9(py, pis 2) 105 2) |93 2) (Tu(ps) ® Tapy)) ) (5.33)

em que |IT) é o estado de polarizagao preparado na CPDE, mesmo apos algumas transforma-

¢Oes unitarias locais:

M) => " Cl . los)los). (5.34)

05,04
Em muitas situacoes a medida final poderé ser feita de maneira que toda luz que atravessa
o dispositivo seja detectada. Isso pode ser realizado experimentalmente focalizando a luz de
uma regiao extensa na area efetiva de deteccao. Quando estamos interessados somente no sub-
espaco de polarizagao, devemos realizar um trago parcial sobre as componentes de posicao

transversal,

Ppot = Trp_p,[ ¢/> <¢,H7
o (5.35)
= [ | dpydp; {ps. pi; 2 |V") (V' |ps, pi; 2) -
E facil verificar que
Prot = / / dpydpila(p, ps: 22 Tulpy) © Tulps) 1) (11| T (p,) © T () (5.36)

Essa é a expressao que estavamos procurando, e com ela trabalharemos no restante da
dissertacao. Podemos ainda considerar o caso em que os fétons sinal e idler passam por
dispositivos diferentes e que as areas efetivas de deteccao também sao diferentes, definidas

pelas regioes Ry e Ry. Nessa situagao o estado final é dado por

Ppol. = /dps/dpﬂg(Ps,Pi;Z)F Ti(p,) ® Ta(p;) ) (| T; (p,) ® T (p;)- (5.37)
R1 R2
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Placa com birrefringéncia
variavel

Figura 5.3: Feixe de laser atravessando um meio com birrefringéncia variavel.

5.3 Aplicacoes

Nessa segao vamos aplicar a formula (5.36) explicitamente em dois exemplos . O primeiro
deles serd um modelo simplificado de meios desordenados, que realizam transformacoes birre-
fringentes aleatorias dependentes da posicao. Para ilustrar essa situagao observe a figura 5.3.
Nela representamos um feixe de laser incidindo numa placa composta por varias regides irre-
gulares, sendo que cada regiao é homogénea, mas regides vizinhas guardam pouca ou nenhuma
correlagao entre si (vamos variar esse parametro futuramente). Caso ambos os fotons con-
vertidos da CPDE estiverem incidindo nessa placa, poderemos utilizar a equagao (5.36) para
obter o estado final de polarizagao. Observe que, gragas & homogeneidade interna das regices,

é possivel separar as varias contribui¢oes em (5.36) como

n
prol = Y pi T @ T ) (M| 70T @ TOT, (5.38)
ij=1
onde
pij = /dpl/dpg\g(pl,pz;zn? (5.39)
R; R;

Como szzl pij = fj;o dp, fj;o dpy|g(py, pa; 2)|> = 1, essa transformagdo esta escrita
na forma de soma de operadores e, portanto, representa uma operagao quantica genuina. O
fato dos limites de integracao se estenderem de —oo até 400 ndo é um problema, uma vez
que o integrando é praticamente nulo em qualquer ponto fora da placa. Um outro detalhe
importante é que p;; # a;bj, o que é reflexo da nao separabilidade da fungao g(p;, py;2) em
fungoes de p; e ps.

O outro exemplo que iremos estudar é um despolarizador comercialmente disponivel, que
é um dispositivo 6ptico concebido para despolarizar a luz incidente e que encontra algumas
aplicagoes em laboratorio. A vantagem de estudarmos tal dispositivo é que existem dados
experimentais disponiveis na literatura, em que o mesmo foi utilizado como mecanismo de

descoeréncia em fotons provenientes da CPDE.
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01

Figura 5.4: Mosaico de placas birrefringentes aleatorias. Numeramos algumas placas para
exemplificar. Para 1 <z < 2,0 <y < 1 a transformacao realizada ¢é definida por U(1,0).

5.3.1 Mosaico aleatdrio

Vamos modelar um meio desordenado por um mosaico de placas birrefringentes aleatorias.
Estamos permitindo também birrefringéncia eliptica, ou seja, seus autoestados sao estados
ortogonais de polarizacao eliptica. Essa suposicao é suficiente para implementarmos transfor-
magoes unitarias gerais. Nosso estudo consiste em duas partes: (1) definir a a transformagao
U(p) do mosaico e (2) calcular o estado final de polarizagao.

Em toda se¢ao trabalharemos com grandezas renormalizadas no seguinte sentido: ao invés
de considerarmos um feixe de laser cuja largura na cintura é, digamos, 50um ou 100um, e
um mosaico composto por plaquinhas de lado 10um; vamos trabalhar com um mosaico cujas
placas constituintes tem lado igual a 1 unidade, e podemos variar a cintura do feixe do laser
em torno de 5 a 10 unidades. Essa renormalizagao é ttil nao s6 por motivos de simplicidade
nas simulacgoes, mas também por destacar o papel da escala relativa dos comprimentos em

questao.

5.3.1.1 Construcao do mosaico

Nosso mosaico de elementos birrefringentes é uma grade 10 x 10 composta tal que para todas
coordenadas x e y localizadas entre it < z < i+lej<y<j+1, comi,j =—-5...4a
a transformacao realizada ¢ U; j, onde U;; ¢ uma matriz unitaria 2 x 2 representando um
elemento birrefringente geral.

Para construirmos o mosaico é desejavel que tenhamos um parametro controlével capaz
de regular o quao aleatério ele é ou, em outros termos, qual é a correlagao entre as diversas

componentes. Isso é alcancado variando o pardmetro 1 no seguinte algoritmo de composigao:
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1. Construa uma lista com 200 matrizes unitarias 2 x 2 aleatorias. Cada elemento da lista

¢ indexado, de maneira que nos referimos ao i-ésimo elemento da lista por matrizes[i].

2. Definimos uma fungao de distribuicio de probabilidades por P(k) oc ¢~ (k=100)*

3. O mosaico é composto sorteando todos os seus elementos da lista matrizes, sendo a

probabilidade relativa de se sortear o elemento ¢ dada por P(7).

Antes de prosseguirmos é importante tecer alguns comentarios. A escolha das matrizes
aleatorias se da através do sorteio dos parametros f3,d, 6 uniformemente no intervalo [0, 27].

A matriz é construida como

b ( ei(=B/2=8/2) cos(0/2)  —ei(=B/2+3/2) sin(9/2) )

4 . 5.40
¢i(8/2-6/2) sin(60/2) ei(8/20/2) cos(6/2) ( )

Observe que 7 de fato controla o nivel de aleatoriedade do mosaico. Quando n = 0 a distri-
bui¢ao de probabilidades se torna P = cste, e 0 mosaico é o mais irregular possivel. Quando
7 > 1 a distribuicdo de probabilidades se concentra em torno da matriz matrizes[100], e

toda a grade é composta por essa matriz, ou seja, o proprio mosaico é uma placa birrefringente.

5.3.1.2 Simulac¢oes numéricas

Daqui para diante vamos sempre supor que o estado de polarizagdao preparado inicialmente
é o singleto, |II) = |¥™). Devemos agora calcular as probabilidades p;; dadas por (5.39) e
entao substituirmos o resultado em (5.38). A funcao g(p,, p;; z) possui duas contribuigoes: o

perfil do laser W no plano do mosaico, calculado em %, e a propagacao da transformada

de Fourier do sinc até z, calculada em %.

Retornando rapidamente as escalas de laboratério para verificar o efeito de V' na integral,
pode-se verificar numericamente que, no plano do mosaico, a funcao V ¢é aproximadamente
um platé da ordem de alguns milimetros (digamos, b5mm), antes de cair rapidamente para
zero. Ja a placa que contém a grade de elementos birrefringentes é um pouco mais larga que
a largura do feixe de bombeamento nesse plano, digamos Imm ou 2mm (a placa). Assim, é
facil concluir que a propria abertura espacial do dispositivo 6ptico é suficiente para truncar a
integral que, na nossa escala renormalizada, terda como limites —5...5; de forma que podemos
considerar V' em toda essa regiao como aproximadamente constante, e retrird-la da integral.

Devemos também analisar a dependéncia dos resultados com o perfil do feixe de bombea-
mento. No caso em que os dois fétons no estado singleto estao copropagantes, o feixe do laser
deve ser obrigatoriamente anti-simétrico. No caso em que o sinal e o idler se propagam por
caminhos diferentes, mas colocamos placas idénticas em ambos os caminhos, o laser poder ter
um perfil gaussiano (simétrico).

Procedemos entao com algumas simulagoes numéricas dos procedimentos descritos. Foi
constatado que o comportamento geral do estado final de polarizagdo nao depende sensivel-
mente do perfil do feixe do laser no plano do mosaico. A principal dependéncia é no paramétro

1 que regula a aleatoriedade das placas birrefringentes; concentraremos, portanto, nossa ana-
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(a) (b)

Figura 5.5: (a) Distribuigao de intensidade do feixe Hermite-Gauss HGo; no plano do mosaico
(b) Representagao da matriz de densidade do estado singleto.

lise nesse parametro. Vamos fixar o perfil do feixe de bombeamento como um Hermite-Gauss
HGpp [71]. Sua distribui¢ao de intensidade no plano do dispositivo esta representado na fi-
gura 5.5a. O estado inicial de polarizacao é, como estabelecemos, o singleto, cuja matriz de

densidade também esta representada na figura 5.5b.

5.3.1.3 Resultados

Variando o parametro 7 de valores grandes (no nosso caso n ~ 3 é suficientemente grande!)
até n = 0 verificamos o efeito da variagao da uniformidade do mosaico. Parte do resultado

estd ilustrado na figura 5.6. Representamos a parte real das matrizes de densidade resultantes

Figura 5.6: Representacao da parte real das matrizes de densidade resultantes da operagao
quéntica implementada pela grade aleatoria. As vérias matrizes foram obtidas variando-se o
parametro n entre n =3 e n = 0.
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da operagao quantica implementada pela grade aleatéria enquanto variamos o pardmetro 7
entren=3en=0. E interessante perceber que exatamente esse tipo de comportamento era
esperado:

Quando 7 assume valores grandes, toda probabilidade P(k) de se sortear as matrizes que
compoes a grade se concentra em uma tnica matriz indexada por kg. Ficamos entao com um
dispositivo éptico que nada mais é que um elemento birrefringente puro, que implementa uma
transformagao unitaria U independente da posigao transversal p. Lembre que ja mostramos
que o estado singleto é invariante por transformagbes unitarias bi-locais U ® U devendo,
portanto, permanecer inalterado por tal dispositivo. De fato, a primeira matriz representada
na figura 5.6 é definitivamente um singleto! Quando o mosaico fica mais irregular (aleatorio),
os elementos de matriz vao se alterando gradualmente. Dessa evolucao podemos destacar
nitidamente que, os elementos de matriz |HV') (HV | e |V H) (V H| vao gradualmente reduzindo
seus valores de 1/2 para 1/4. Os elementos |HV) (VH| e |VH) (HV| variam de -1/2 até 0. E
os elementos |HH) (HH| e |VV) (VV]|, que inicialmente eram nulos, terminam também em
1/4. Esse ¢ um comportamento padrao. Outros elementos de matriz também tem seus valores
alterados mas, ao fim, tudo conspira para que o estado resultante seja a matriz identidade
— um estado totalmente misturado! Nao é de se estranhar que uma grade muito aleatéria
leve um estado maximamente emaranhado no estado totalmente misturado, uma vez que seu
poder de despolarizagao é relativamente grande.

Para tentar quantificar como esse processo de descoeréncia depende da quantidade de pla-
quinhas distintas no mosaico, vamos representar os estados finais no plano tangle por entropia
linear. Pela figura 5.7 podemos perceber como o estado singleto vai, aos poucos, ficando mais
misturado e menos emaranhado. Note que todos os pontos estao um pouco abaixo da curva
que representa os estados de Werner. Apesar dos pontos seguirem aparentemente uma curva

que liga as coordenadas (0,1) e (1,0) , é importante apontar que a forma com que esses pon-

Tangle(T)
1.0

0.8
0.6
0.4

0.2

T T B et Entropialinear (S.)

Figura 5.7: Representacao no diagrama tangle por entropia linear das matrizes de densi-
dade resultantes da operacdo quantica implementada pela grade aleatoria. A linha continua
representa os estados de Werner.
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Tangle (T)
1.0
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0.4
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T o =5 Entropialinear (§)

Figura 5.8: Regiao do diagrama tangle por entropia linear acessivel por transformagoes im-
plementadas por grades de elementos birrefringentes aleatérios. A linha continua superior
representa os estados de Werner. A linha inferior é empiricamente dada por T'=1 — 3/2S5}.

tos sao distribuidos depende, em ultima instancia, da lista de matrizes aleatorias (matrizes)
utilizada para preencher o mosaico. Para tentar visualizar qual é a regiao do diagrama tan-
gle por entropia linear acessivel por transformacoes implementadas por grades de elementos
birrefringentes aleatérios, construimos um ensemble de listas de matrizes, seguindo o mesmo
algoritmo utilizado para compor a lista matrizes, e repetimos os mesmos procedimentos para
plotar a figura 5.7. Representamos todos esses pontos na figura 5.8.

Constatamos que todos os pontos estao limitados, por cima, pela curva dos estados de
Werner e, abaixo, por uma reta que estimamos empiricamente por 7' =1 — 3/257.

Na dltima secao desse capitulo vamos investigar teoricamente essa regiao, onde seremos
capazes de mostrar que toda a drea compreendida entre as duas curvas delimitam, de fato,
todos os canais unitais bi-locais em dois qubits. Mostraremos ainda que a expressao empirica

obtida para a curva inferior concorda com a expressao analitica.

5.3.2 Dispositivo despolarizador

Existem situagbes em que uma luz plana polarizada pode ser indesejavel, especialmente em
instrumentacao cientifica [72]. Para contornar esse problema foram desenvolvidos alguns
dispositivos que tentam despolarizar o feixe incidente, acoplando o estado de polarizacao
com outros graus de liberdade, como freqiiéncia (despolarizador de Lyot) ou posi¢ao. Como
estamos trabalhando com luz aproximadamente monocromaética, essa segunda opgao €, sem
davida, a mais apropriada. Esse tipo de despolarizador? [73] é construido cortando uma placa
de material birrefringente (por exemplo, o quartzo) de forma que ele tenha uma espessura

variavel. Seu eixo 6ptico fica orientado & 45°de sorte que ele funciona como uma placa com

4Ele é conhecido na literatura cientifica e em instrumentacéo 6ptica pelo nome de wedge depolarizer-.
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ﬁ eixo éptico

Nao despolariza

Figura 5.9: Esquema de um dispositivo despolarizador. O eixo éptico esta orientado & 45°da
direcao em que ha a variacdo da espessura da placa birrefringente. No detalhe a direita
mostramos que, quando dois despolarizadores do mesmo tipo sao colocados de forma invertida,
a espessura efetiva do material birrefringente sera constante, e a luz nao sera despolarizada.

retardacdo variavel, pseudo-despolarizando a luz®. Costuma-se também unir uma placa de
vidro (que nao é birrefringente) a essa placa de espessura variavel, para compensar a variagao
de espessura e evitar desvios angulares devido & refragao.

O experimento que nos propomos a estudar esta descrito na referéncia 2|, e consiste em
preparar um estado singleto em polariza¢ao (nao-colinear) e utilizar dispositivos despolariza-
dores do tipo descrito em um dos caminhos dos fétons. O objetivo por tras dessa montagem
é construir um esquema extremamente simples de descoeréncia controlédvel. Esse controle é
alcancado por meio de dois despolarizadores, que sao colocados juntos, e de maneira invertida,
como esquematizado no detalhe da figura 5.9. A diferenca é que, inicialmente, o eixo éptico
de ambos esta paralelo & direcao . O pardmetro a ser variado é a orientacao do segundo

despolarizador, que iremos chamar de «. Esse angulo ira variar entre 0 e 45°.

5.3.2.1 Modelo

Vamos procurar pela expressao da transformacao 7y (p) implementada pela montagem, para
entdo substituirmos na formula (5.36). Lembre que a matriz de Jones de uma placa birrefrin-
ei®/2 0

—id)2 rodada de um angulo 6 pode ser escrita como
e

gente

cos(¢/2) + isin(¢/2) cos(20) isin(¢/2) sin(26)

. : . (5.41)
isin(¢/2) sin(26) cos(¢/2) — isin(¢p/2) cos(26)

JR(07 (b) =

5Se observarmos uma regido muito pequena poderemos constatar que, localmente, a luz esté polarizada.
Mas em cada regiao o estado de polarizagao é diferente. Quando se detecta toda luz transmitida realizamos uma
meédia sobre esses estados de luz polarizada locais que, para todos efeitos, pode ser considerada despolarizada.
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Como a primeira placa esté orientada com 6 = 0, sua transformagao sera

elip1/2 0
J1:< RN b (5.42)

Note que, pela figura 5.9, quando o eixo éptico esta paralelo ao eixo x, a direcao de variagao

da espessura forma 45°com esse eixo. Portanto a dependéncia da fase ¢; com a posicao seréa

é1(p) = A (x Y, 1> : (5.43)

em que A é um parametro que regula a espessura méxima da placa. Suponha que na base a
espessura seja igual & zero®. Na parte superior a diferenca de fase introduzida entre os eixos
lento e rapido do cristal sera dada por 27 A.

O segundo despolarizador sera colocado num angulo o em relagao ao primeiro. Agora nao
80 0 eixo 6ptico estard orientado com um angulo «, como também a funcao de espessura ¢o
dependeré desse dngulo. Quando levamos em conta esses fatores, obtemos a matriz de Jones

para o segundo despolarizador (lembre que ele esté invertido em relagao ao primeiro):

7o = cos(p2/2) + isin(¢2/2) cos(2x) isin(¢y/2) sin(2a) (5.44)
2 isin(¢2/2) sin(2a) cos(¢a/2) — isin(¢a/2) cos(2a) |’ '
onde
d2(p) = A [l—xcos (%—i—a) — ysin (Z—i—aﬂ . (5.45)
A dependéncia da transformagao com a posi¢ao sera dada por Ty (p) = JoJi:
To(p) = €'1/2 (cos(¢ha/2) + isin(¢pz/2) cos(2a)) ie~"%1/2 (sin(¢o/2) sin(2cx))
vl = ie'1/2 (sin(¢py/2) sin(2av)) e91/2 (cos(¢a/2) — isin(¢a/2) cos(2a))
(5.46)

em que @1 = ¢1(p) e P2 = Pa(p) sdo dados pelas equagoes (5.43) e (5.45) respectivamente.
Podemos agora simular os resultados para o estado final de polarizacao dos fé6tons. Temos
aqui dois pardmetros controlaveis, A e a. Vamos escolher A de forma que o resultado teo-
rico concorde com o experimental para o = 0°. Nesse caso nao deveria haver despolarizagao
alguma. Experimentalmente o estado despolariza um pouco, mas o principal efeito dos des-
polarizadores posicionados de forma invertida ¢ transformar o estado |¥~) no estado |¥),

aproximadamente.

5No dispositivo real isso néo precisa ser assim. Podemos adicionar uma regifio de espessura constante, que
s6 ird modificar a fase global.
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Figura 5.10: Representagao no diagrama tangle por entropia linear das matrizes de densidade
resultantes da operacdo quantica implementada pelos despolarizadores. Apesar desses estados
estarem sobre a curva dos estados de Werner, eles nao sao necessariamente estados de Werner.

5.3.2.2 Resultados

Calculamos a integral (5.36) substituindo 7¢/(p) dado pela equagao (5.46) como a operagao em
um dos fotons, e a identidade Z como a operacao no outro féton. Vamos limitar nosso sistema
de dois despolarizadores por um circulo cujo raio é igual a metade do lado do quadrado na
figura 5.9. Com essa consideragao estaremos sendo mais fiéis aos esquemas experimentais.
Vamos considerar também que o feixe de bombeamento é gaussiano, cuja largura no plano
dos despolarizadores é aproximadamente igual & abertura definida pelo circulo.

Inserimos todas essas funcdes e calculamos a integral”. Tal como foi feito no experimento,
variamos o paradmetro « e obtivemos as matrizes de densidade finais correspondentes. Cal-
culando o tangle e a entropia linear dos estados e plotando os resultados nesse diagrama
construimos o grafico representado em (5.10). Obtivemos o mesmo tipo de comportamento
que foi constatado experimentalmente: a medida que variamos o dngulo, aumentamos o poder
de despolarizagao da montagem, e, consequentemente, reduzimos o grau de emaranhamento
e mistura do estado transformado. No trabalho [2] os autores construiram esse diagrama e
14 também todos os pontos caem sobre a curva de Werner, o que nao implica que os estados
sejam estados de Werner.

Como 1ultimo teste do nosso modelo, vamos representar explicitamente a parte real das
matrizes de densidade obtidas para trés dngulos especificos: 0°, 15°e 45°, e comparar com a
mesma representagao das matrizes experimentalmente obtidas na referéncia [2].  Os resultados
experimentais obtidos em [2| estdo representados na figura 5.11, e o do nosso modelo teorico,
na figura 5.12.

Utilizamos o resultado experimental de a = 0°para escolher, aproximadamente, nosso
pardmetro A, portanto ele ndo deve ser utilizado para comparacgao. O resultado seguinte, para

a = 15°¢ especialmente interessante. Note a grande semelhanga entre todos os elementos de

"Devido & intensidade computacional desse problema, utilizamos um método de Monte Carlo para o calculo
da integral
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Figura 5.11: Resultados obtidos experimentalmente por G. Puentes et al. na referéncia [2]
para a parte real da matriz de densidade de alguns estados resultantes da transformacao por
dois despolarizadores em um dos caminhos dos fétons.

sem despolarizadores a=0° a =15 a =45°

Figura 5.12: Representacao da parte real de algumas matrizes de densidade resultantes do
modelo tedrico construido para a operagdo quantica experimentalmente implementada em |[2]

matriz, tebricos e experimentais. Para a = 45°, os resultados também se assemelham, apesar
de experimentalmente nao ter sido obtido exatamente a matriz identidade.

Evidentemente o modelo que fizemos foi s6 uma aproximacdo. A melhor maneira de se
prever os resultados desse experimento seria determinar a matriz de Mueller do despolarizador

via um processo de tomografia, e entao aplicar as técnicas do capitulo anterior.

5.4 Regiao no diagrama tangle vs entropia linear para

processos quanticos bi-locais

No curso de nossas simulacées concluimos empiricamente que a regiao do diagrama tangle
vs entropia linear para processos do tipo ), piUi(l) ® Ui(z) pUl.T(l) ® U;f(z) estava limitada por
cima pela curva dos estados de Werner e, abaixo, por uma reta. Apoés esta constatagao nos
propomos a investigar esse problema analiticamente. Felizmente parte desse caminho j& havia
sido percorrida no trabalho [74], onde os autores estudam transformagoes em um tnico qubit,
e usam outras medidas de emaranhamento e mistura. Vamos mostrar como o nosso problema
pode ser mapeado nesse outro.

J& mostramos que qualquer mapa linear unital em um qubit pode ser reduzido via mu-
dancas de varidveis para a forma (3.48), que vamos reescrever aqui (lembre que o vetor t é

identicamente nulo para canais unitais):
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1 0 0 O
L— 0 A& 0 O
0 0 X O
0 0 0 X3

E facil constatar que o efeito de um canal bi-local € ® €, descrito pela transformacio acima

no estado singleto 15 = i([ RI—0, R0, —0y®0y—0,R0;) serd

1
pe = e Qel)s] = Z(I @I — N0, ® 0y — )‘12/‘79 @0y — Mo, ®0,). (5.47)

A matriz de densidade pode ser escrita explicitamente na base computacional como

L1 - ) 0 0 L2 - A2)
0 a4+ iz n 0
Pe = %( 2 )2 f( Y ) J (5.48)
0 -7+ A7) z(1+A2) 0
15 =D 0 0 1(1=2%)
cujos autovalores podem ser imediatamente encontrados:
1(1 — 2212\
4 T Yy 2/
1
Vit A2 a2
1 (5.49)
il A2 = X2+ A2),
1
iths A2+ A2+ A2).

Se impusermos a condicao de que todos os autovalores sejam positivos, as desigualdades
irao definir uma regiao no espago dos pardmetros A que representam operacoes fisicamente

aceitaveis, representada na figura 5.13.

Figura 5.13: Regido no espaco dos pardmetros A\ que definem operacao bi-locais idénticas em
dois qubits fisicamente aceitaveis.

Note que a regido é simétrica nos oito octantes. A anélise pode ser portanto restrita ao

primeiro octante, onde todos os pardmetros sao positivos. Note que enquanto estivermos
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Figura 5.14: Regiao no espago dos pardmetros A que caracterizam canais unitais fisicamente
aceitaveis em um qubit.

restritos ao primeiro octante a mudanca de variaveis A? — ); é um mapa isomorfo. Nessa
situagao caimos na representagdao geométrica canonica de mapas de um qubit: O conjunto de
canais unitais fisicamente aceitéveis em um qubit podem ser representados por um tetraedro®
no espago dos parametros A.

A partir desse ponto, e baseados no isomorfismo via o primeiro octante (\; > 0), podemos
seguir a referéncia [74| e descobrir qual ¢é a regiao do plano tangle por entropia linear permitida
para estados resultantes da acao de canais unitais bi-locais idénticos e que preservam o trago.

Lembre das defini¢goes

Entropia Linear Sp(p) = 31— Tr(p?)],
Concorréncia  C(p) = 2max {u;} — >, p1;.

Onde p é a raiz quadrada dos autovalores da matriz p(o, ® o) p* (o, ®0y). O tangle é definido
como o quadrado da concurréncia, T'(p) = C(p)?. Lembre também que a pureza P é definida
pelo traco do quadrado da matriz de densidade, P(p) =Tr(p?). Dadas essas defini¢oes é

possivel mostrar diretamente que |74]:

1. Os estados com a mesma pureza P(p) correspondem a uma esfera centradaem A, = A\, =

e de raio proporcional & pureza, especificamente, A2 + )\5 +A2=|A\?=4P -1

2. Para todos \; positivos, os estados com a mesma concurréncia formam um plano dado
por Ay + Ay + A, =d,comd=2C+1,ed>1.

3. Todos os pontos abaixo do plano com C' = 0 representam estados separaveis.

Todas essas construgoes estao representadas na figura 5.15.
Estando restritos ao conjunto de estados originados da acao de operagoes bi-locais unitais

idénticas no estado de Bell singleto, formulamos duas perguntas:

1. Para uma dada pureza, qual é o maior valor de emaranhamento aceitavel?

80 argumento que utilizamos para delimitar tal tetraedro foi o da positividade dos autovalores do estado
resultante da acao do canal no singleto. Por meio de um tratamento rigoroso de canais quanticos é possivel
mostrar que isso decorre da imposicao de que a transformacio seja completamente positiva.

Az
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Figura 5.15: Representacao no espago dos pardmetros A dos estados com a mesma pureza e
emaranhamento resultantes da acdo de um canal bi-local no singleto.

2. Para uma dada pureza, qual é o menor emaranhamento possivel?

Para responder a primeira pergunta basta notar que, dada uma esfera de isopureza, o
plano de isoemaranhamento com o valor maximal de emaranhamento é aquele que intercepta

a esfera em um tnico ponto. Esse ponto satisfaz: A\, = Ay = A, = X . Assim,

32 =4P -1

1
= Cpaz = Z[V3UP -1) -1 5.50
3IN=20+1 } 2[ ( )~ 1l ( )

Com as defini¢oes de tangle e entropia linear podemos encontrar a equagao da curva em tal

diagrama,

110-95-6y1—=05] se S <38,
Tmax == { 4[ ] 9 (551)

8
0 seszg.

Essa curva é idéntica aquela relativa aos estados de Werner. Agora passamos & segunda
pergunta - queremos encontrar a minima concorréncia para um dado valor de pureza. Esse
minimo é obviamente zero para todas as esferas de pureza que tém interse¢do com qualquer
plano relativo aos estados separaveis, isto ¢, A, + Ay, + A, < 1. Exatamente na fronteira que
delimita os estados separaveis é facil verificar que P = % Para os estados emaranhados é
facil constatar da representagdo geométrica que a minima concorréncia, dada uma esfera de

isopureza, pode ser paremetrizada por A, =1 e A\, = Ay = A. Portanto,

=3

0 se P <

N[

V2P =1 se P> 1,
sz'n:

Entao no diagrama tangle por entropia linear ficamos com

— 38 seS<2
Tin, = 2 -3 5.52
e {0 seS>%. ( )

Que é simplesmente uma linha reta.
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Fomos entao capazes de mostrar analiticamente que todos os estados obtidos através da
transformagcao do singleto por canais bi-locais unitais idénticos estao limitados por duas curvas
no diagrama tangle por entropia linear. A regido acessivel por meio de tais transformacoes
estd representada na figura 5.16. Tal resultado esta em completo acordo com as simulagoes
realizadas para operagoes quanticas representadas por uma soma convexa de transformagoes
unitarias, como é o caso de um mosaico com birrefringéncia aleatoria, e a equagao empirica
para linha reta também concorda com sua expressao tedrica.

Tangle(T)
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Figura 5.16: Regiao do plano tangle por entropia linear acessivel por canais unitais locais e
bi-locais idénticos no estado singleto.



Capitulo 6

Conclusao

Nesta dissertagao lidamos com o problema da transformagao do estado de polarizagao de um
ou dois fotons por meios que podem ser classicamente descritos por uma matriz de Mueller.
Em especial tratamos de como as propriedades de despolarizacao de meios espalhadores levam
a reducao do emaranhamento e ao aumento do grau de mistura de estados emaranhados da
luz. Evidenciamos como o isomorfismo entre o estado de polarizacdo de uma onda plana e
sistemas quénticos de dois niveis (qubits) leva a um intercambio de ferramentas matematicas
uteis para descrever as transformagoes nesses estados. Deduzimos uma expressdo que nos
permite calcular como o estado de dois fé6tons provenientes de um processo de conversao pa-
ramétrica descendente espontanea é transformado por elementos com birrefringéncia variavel.
Em algumas partes fomos também capazes de comparar dados experimentais divulgados na
literatura com uma série de simulacoes numéricas realizadas.

Grande parte dos resultados centrais apresentados nesta dissertacdo ja sdo conhecidos
e estdo baseados em artigos recentes, publicados nos dois ultimos anos (as referéncias sao
apresentadas ao longo do texto). No entanto fomos capazes de tirar algumas novas conclusoes
interessantes, que serao resumidas a seguir.

Primeiramente, na se¢do 4.2.2.1 tratamos do problema do espalhamento de dois fétons
por um mesmo meio, e que foram inicialmente preparados no estado singleto. Descobrimos
que, curiosamente, a regiao do plano tangle por entropia linear acessivel por esse processo
é diferente daquela quando somente um dos fétons é espalhado. Quando dois fotons sao
espalhados a regido acima da linha de Werner torna-se acessivel!. Além disso, uma grande
parte da area abaixo dessa curva torna-se proibida. No entanto nossas simula¢des mostraram
que, se desejarmos recobrir essas regidoes experimentalmente, devemos utilizar meios com
um poder de despolarizacao muito pequeno. Caso contrario os estados resultantes serao
imediatamente projetados sobre a reta tangle = 0 (sem emaranhamento).

Na sec¢ao 4.3 chamamos a atencao para o fato de que estudar propriedades de despolariza-
¢ao de meios através de escolhas aleatorias dos autovalores da matriz Hermitiana H associada
a matriz de Mueller, nao é equivalente a se escolher as proprias matrizes de Mueller. Nesse

espirito definimos uma maneira de se sortear matrizes de Mueller que, ao nosso ver, deve ser

1Como ha perdas estamos supondo que ha pos-selagéo por coincidéncias.
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mais fiel as propriedades estatisticas de despolarizacao de sistemas fisicos reais. Resultados
experimentais encontrados na literatura parecem favorecer o nosso esquema de simulacao em
relagdo ao que é usualmente utilizado.

Por dltimo, no capitulo 5, trabalhamos expressoes para a transformagao do estado de po-
larizagao para fétons emaranhados obtidos na CPDE, quando ambos ficam sujeitos & trans-
formagdes birrefringentes nao uniformes. Foi preciso levar em conta os graus de liberdade
espaciais do estado para se chegar na expressao (5.36), que foi aplicada em seguida em dois
exemplos especificos. Além do que foi comentado ao longo do texto, um outro possivel uso
para esse resultado seria compreender mais a fundo como se da o procedimento de tomografia
de processo assistido por um qubit auxiliar [32] (ancilla assisted quantum process tomography).

A tomografia de processo é um método experimental para se determinar completamente
a operagao quantica implementada por certo canal ou dispositivo [20], seja determinando os
termos da representacdo de soma de operadores (ou soma de Kraus), seja determinando a
matriz dindmica. Na tomografia de processo classica, no que toca os estados de polarizagao
do campo, determina-se os 16 elementos da matriz de Mueller. Existem intimeras propostas
para se realizar tomografias de processo, dentre elas destacamos duas: procedimento padrao
[20], em que se utiliza 4 estados de entrada, e cada saida é medida em 4 bases diferentes.
Temos também a tomografia de processo assistida por emaranhamento [32], em que 1 f6ton
pertencente a um estado emaranhado passa pelo canal, e o estado dos dois f6tons é medido em
16 orientacoes distintas. Quando os canais sao espacialmente homogéneos é natural que esses
dois procedimentos levem ao mesmo resultado. No entanto, quando existem irregularidades
espaciais no canal em questao, os resultados poderiam depender da escolha do método. A
razao disso é que devido ao emaranhamento adicional nos graus de liberdade espaciais dos
fotons, a forma com que cada regiao do canal ¢ avaliada (peso de integragao) nao é idéntica nos
dois métodos. No método padrédo, o peso que se di a cada parte do dispositivo esté definido
pelo perfil de intensidade do feixe utilizado. J& no processo assistido, esse peso depende de
fungGes nao separaveis das coordenadas dos dois fotons.

Apesar de encerrarmos por aqui a dissertacdo, existem ainda muitos temas a serem abor-
dados. Alias, a continuidade foi uma das grandes motivagoes desse trabalho. O préximo passo
serd aprofundar mais no estudo sobre fétons em meios complexos. Um exemplo do que ji
vem sendo pesquisado nessa linha por outros grupos, é a transmissao de fétons emaranhados
assistida por plasmons? [75|. Pares de fétons emaranhados foram transmitidos por arranjos
de buracos menores que o comprimento de onda (= 200nm) numa fina placa metalica. Nesse
primeiro trabalho foi-se observada a conservacao do emaranhamento na conversao fé6ton —
plasmon — foton. Fica evidenciado assim a natureza quantica de uma estrutura macroscopica,
uma vez que os plasmons envolvem cerca de 10'0 elétrons. Esse mesmo grupo caracterizou
em seguida as propriedades de despolarizagao para varios outros arranjos de nano-buracos
em metais, com diversas simetrias [76]. A despolarizacao ¢ devida a combinagao de dois fa-

tores: a propagacao dependente da polarizagao de plasmons superficiais e a distribui¢ao dos

2 Plasmons sdo oscilagdes coletivas da densidade de um "géas de elétrons", em metais, freqiientemente em
freqiiéncias opticas. Eles desempenham papel fundamental nas propriedades 6pticas dos metais.
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vetores de onda do feixe incidente. O tratamento matematico foi feito utilizando matrizes de
Mueller, da maneira muito semelhante a desta dissertacdo. Outras propostas apresentadas
em [76] ndo foram realizadas experimentalmente, e ainda h&a muito o que se aprender sobre o

comportamento dos fétons em diversos meios complexos.
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