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Capitulo 1: Operadores em Quimica Quantica

1.1 Introducao

A Mecanica Quantica foi construida na década de 20 para lidar com o atomo, os
fisicos consideravam-na como um instrumento provisorio destinado ao fracasso fora dos
dominios do atomo, entretanto a mecanica quantica prosperou ¢ ultrapassou os mais
fantasticos sonhos de seus inventores. Atualmente, devido a aceitacdo dos Postulados
Quanticos e suas extensivas aplicagdes em Centros Cientificos, vem proporcionando maior
divulgacao de experimento classicos da Mecanica Quantica, bem como seus inventores. A
internet, onde ¢ um meio de informagao de mais alto padrdo, nos favorece diversas fontes
de trabalhos diretos ou correlacionados a Mecanica Quantica, sendo estes: revistas,
fasciculos e até mesmo jornais cientificos.

1.2 Conceitos Preliminares

Para explicar a mecanica dos atomos e dos sistemas nucleares, foram desenvolvidas,
a partir de 1900, diversas teorias. Estas teorias foram se enquadrando a uma denominacao
comum: “Mecanica Quantica”’(MQ).

Assim, MQ ¢ um conjunto de teoria dos sistemas atomicos e nucleares. Este conjunto
ndo € unitario, mas sim uma sucessao de diversas teorias, umas complementares das outras.
Estas teorias surgiram e desenvolveram-se da Fisica Classica, particularmente da mecénica
newtoniana e da teoria eletromagnética de Maxwell. Demonstrando-se que os conceitos
classico e eletromagnético eram suficientes para explicacdo do mundo macroscopico, mas,
incapazes para uma explicacdo adequada e coerente do mundo microscépico, i.e., atdbmico-
nuclear e também molecular, nasceram a chamada “Antiga teoria dos quanta” ou Mecanica
Quantica Antiga. Esta mecanica compreende as teorias de Planck (1900), Einstein (1905),
Bohr (1913) e De Broglie (1924).

A antiga MQ embora explicasse muitos fendmenos até entdo incompreendidos,
falhava em sua base logica para outros fendmenos. E assim Heisenberg (1925),
desenvolveu a “Mecanica das Matrizes”, que nao implica em nenhum modelo atdmico, pois
¢ um edificio puramente matematico. Quase simultaneamente, Schrondiger (1926)
baseando-se nas idéias de De Broglie, desenvolveu a “Mecanica ondulatoria”. Esta
mecanica tem um aspecto mais fisico, embora algo impreciso. Esta imprecisdo foi
desaparecendo com a aplicagdo das teorias de Pauli (1924) e Dirac (1926). As teorias de
Heisenberg até Dirac, s3o conhecidas como ‘“Mecanica Quantica Moderna”.
Esquematicamente, temos:

teoria dos quantas de Planck
MQA | teoria atdbmica de Bohr

dualismo de De Broglie
MQ 9

MQM | mecénica das matrizes de Hiesenberg

mecanica ondulatéria de Schondiger

teoria do Spin de Pauli

teoria da energia positiva e negativa de
Dirac



Juntamente com estes fisicos, representantes da MQ, figura outro grande ntimero de
cientista que, experimentalmente, deram confirmacao a cada um destas teorias, assim como
aplicaram teoricamente a muitos fendmenos Fisicos-Quimicos.

Primeiramente estaremos considerando a visdo matematica, que a mecanica
quantica possui com uma linguagem acessivel para estudantes de ciéncias e assim uma
breve discussdo da MQA (Planck— de Broglie) e MQM (Pauli— Dirac). tratando
historicamente os fatos ocorridos e descrevendo alguns passos tomados pelos pesquisadores
da MQ, explanando o formalismo matematico.

1.3 O Formalismo Matematico da Mecanica Quantica

Na mecéanica quantica as formas de se estabelecer relacdes numéricas e
representacdo fisica de eventos sdo de modelos ndo convencionais como o de costumeiro da
fisica e quimica. As vezes tendo tratamento até filosofico de problemas.

1.4 Operadores

Em muitos processos matematicos um elemento tem que se submeter a um conjunto
de operagdes quase sempre complicadas, mas que se repetem muitas vezes, a fim de aplicar
a outros elementos diferentes para correlaciona-los. O conjunto de operagdes e
transformagdes métricas sdo representadas por simbolos (A, V2, 0, ¥) que se denominam
operadores de transformacdo. Este conjunto de operacdes de transformacdao pode ser
representado também por uma matriz, a qual tem propriedades intrinsecas da teoria de
matrizes. Veja abaixo a representacao de operadores e matrizes respectivamente.

f=A4h [1]

A= ) dy Ay [2]

Az dzp A

Estes operadores sdo denotados usando letras com acento circunflexo, como por
exemplo O. Existe em principio, um operador para cada informagdo que se deseja sobre o
sistema, sendo os mais importantes os operadores que fornecem a energia, chamados de
operadores Hamiltonianos que sdo denotados pelo simbolo H. Os operadores, por serem
ordens ou instru¢des matematicas, devem ser aplicadas pela direita nas fungdes desejadas

por exemplo a funcao de onda ¥ ou usando a chamada representacdo de Dirac |‘P> Se O =

d/dx, ou seja a ordem matematica ¢ “derive com relacdo a x”, e ¥ = f(x),podemos ver
claramente que f)|‘P> (df(x)/dx) ndo ¢ o mesmo que |‘P>6 , ou f(x)d/dx (4). Como em

alguns casos ¢ necessario trabalhar com combinagdes lineares de fungdes de onda, os
operadores também devem ser lineares, i.e.:

O(w,)+|¥W,))=0'¥,) + O, 3]



Quando aplicamos o operador na fungdo de onda pode acontecer dois eventos. No
caso mais simples a operagdo sobre ¥ fornece a propria funcdo ¥ multiplicada por uma
constante a, ou seja:

O|¥)=d¥) [4]

Neste caso a fun¢do de onda ¥ ¢ dita ser autofungao do operador O com autovalor
a. O autovalor obtido corresponde a propriedade que se deseja medir, de forma que, quando
se fizer uma medicao desta propriedade em um conjunto de sistemas idénticos, sempre sera
obtido o mesmo valor a. Mas ¢ dbvio que as medi¢des realizadas usando os operadores
devem fornecer valores reais € ndo numeros complexos. Apresentando esta condi¢do o
operador ¢ dito Hermitiano, o que matematicamente corresponde a expressao:

<\P,. |O‘ \Pj> = (<\P/ ‘O| \Pz>) [5]

A equacdo [5] garante que se O|‘I‘> = a|‘P> e que 0‘ ‘P*> = a*‘ ‘P> ,entdioa=a , o0

que s6 acontece se a for um nimero real, ou seja, se ndo contiver o nimero i na sua
expressao.

O segundo tipo de resultado que pode ser esperado quando se aplica um operador
em uma funcao de onda ¢ que a fun¢do de onda seja alterada pelo operador, como mostrado
na equacao 6:

O|¥,)=b"P,) [6]

Agora a funcdo ndo ¢ autofungdo do operador, e o valor b corresponde a uma tnica
medi¢do da probabilidade desejada em um s6 sistema dentro de um universo de sistemas
idénticos. Neste caso , cada vez que se fizer a medi¢do experimental da propriedade seria
obtida uma resposta diferente, sendo portanto necessario calcular o valor médio das
medigdes, também chamado de valor esperado, <b>, para ter um resultado confiavel da
medigdo. O valor médio € calculado exatamente como se calculam os valores médios em
estatistica:

(¥[0]¥)
=Ty 7

O principal problema agora ¢ definir matematicamente os operadores e as fungdes
de onda. Os operadores sdo obtidos através dos comutadores dos operadores.
Se tivermos uma fung¢do de onda descrita por

27
——(p, —E1)

Y=2A»e" [8]



que pode ser aplicada a descrever qualquer particula de massa m e velocidade Vi que
apresente comportamento ondulatdrio, sendo portanto uma equagao geral e nao s6 referente
ao foton. Agora utilizando-se dum operador para deriva-la em relagdo a x, e considerando
que a energia E e o momento Py da particula associada a onda sdo constantes, temos:

N _27p, (9]
Ox h
rearranjando temos:
ih 0¥
A\ 7} 10
r o P [10]

analisando a equagdo [10] vemos que a funcdo de onda ¥ ¢ uma autofunc¢do do operador
ih . : ~

- Ey com autovalor p, , ou seja, que o operador extrai o valor de momento da fungao
7 Ox

ih 0 o ~
de onda — o O Isto significa que, para obter operadores podemos escrever a expressao
7 Ox

classica da quantidade que nos interessa, e substituir os termos referentes a componente em

ih 0 : T
x do momento, py, por — Py Por analogia, para as componentes em y € z a substitui¢ao
7 Ox
0 ih 0 . . .
deve ser por ——— e ——— respectivamente. J4 onde existem coordenadas (x,y,z) ou
27 Oy 27 Oz

tempo (t) ndo ¢ necessario fazer nenhuma modifica¢do para converter a expressao em um
operador. Esta metodologia pode ser expressa em forma de tabela. Veja Tabela 1

Tabela 1: substituicdes para a constru¢do de operadores.

Termo na Termo no Simbolo do
expressao classica  operador operador
X X X
Y Y y
Z Z 7
P, ih 0 D.
27 ox
Py — ﬂi P,
27 Oy
P, ih 0 PD.
T
T t ¢

Outros exemplos que expressa estes operadores pode serem vistos nas Tabelas 2 e 3



Tabela 2: Exemplos do operador Hamiltoniano para o movimento de uma
particula de massa m em diferentes campos de for¢a definidos pela fungao

(operador) potencial V.
Operador
(a) Particula livre *——> V=0 he w2 g2
X g - 2m dxz
(b) barreira de ~ . 12 g2
potencial VY H = ~————(x<0; x>0)
*—> 2m dx*
> 2 2
0 a X H= _h—d—+ Vy(0<x<a)
2m dx?
1 2 2
flca)nnanic?)smlador K V=(12)K A=- Ly

‘.—> 2m dx* 2

Tabela 3: Exemplos do operador para &tomos e moléculas.

Operador H
(a) Atomos de Ao n* LA ze*
um elétron T om .

(b) Atomos de .

Ze?
muitos elétrons H= Z Z - ZZ_

l]>tlJ

(c) moléculas I_A]:_% 1 sz ZZZ e +zz ZZZ Z,e’

71 i j>i U a p>a

1.5 Comutadores

Em 1926, Born, Heisenberg e¢ Jordan apresentaram na Zeitschrift fiir Physik a
mecanica quantica, desenvolvida por Born em 1924, e Heisenberg, em 1925, sob o ponto de
vista matricial. Nesse trabalho, eles apresentaram as relagdes de comutagdes para o

momento angular L para um sistema de muitas particulas:



h
L,L |=—L
[X’ y] 2
[L L]:iL [11]
T om

h
[Ly,LZ]=2—mLX.

Hoje em alguns cursos de MQ, podemos ver que esses comutadores podem ser visto
da forma apresentada acima.

Mas qual serd a idéia de comutacdo ?, comutar significa ‘Realizar diversas
fungées’. Imaginemos uma situagio na qual temos dois operadores Hermitianos O e E que
comutam entre si, ou seja O — EO = 0 (0 comutador também é representado como [O,K]
= 0). Suponhamos ainda que existe um conjunto de func¢des de onda ¥; que sdo autofuncdes
do operador O, com autovalores diferentes entre a;, i.e., sem degenerescéncia®.

O/¥,)=a|¥®)

neste caso qual seria a relacdo do operador E com este conjunto de fungdes?. Se operarmos
pela esquerda com E teremos que

E0|Ti>=E‘(ai|‘11i>):ai(E|\Pi>) [12]
e pela condigdo de comutagao:
EO = OE — EO|Y,) = O(E|Y,)) [13]
de (12) e (13) temos que
O(E]Y,) = a,(E|'¥,)) [14]

A equacio [14] nos mostra explicitamente que E | ‘Pi> ¢ uma autofung¢ao do operador

O, com o autovalor a;. Como W; é a unica funcdo com autovalor a; , devido ‘a ndo

r

degenerescéncia dos sistema, a unica forma da equagdo [14] ser verdadeira ¢ quanto a
fun¢ao E|‘P,> seja um multiplo de Wi, i. e.,

E|Y,)=d|¥,) [15]

Em outras palavras, a fungdo |‘P,> também ¢ autofun¢do do operador E. Este

resultado na forma de teoria seria: ‘Se dois operadores Hermitianos O e E comutam, entio
existe um conjunto de fungoes que sdo autofungoes dos dois operadores’. Este teorema ¢é
extremamente importante pois mostra que as Unicas propriedades de um sistema que
podemos medir simultaneamente e com precisdo sao aquelas para as quais a fungao de onda
representando o estado do sistema ¢ a autofuncdo dos seus respectivos operadores, ou seja,
para medir precisa e simultaneamente duas ou mais propriedades de um sistema, seus

¥ Degenerescéncia: significa os mesmos autovalores de energia.



respectivos operadores devem comutar. De fato, este resultado ¢ uma forma de expressao
do Principio de Incerteza de Heisenberg, pois indica que s6 € possivel conhecer
simultaneamente com precisdo as propriedades de um sistema cujos operadores comutam.
Claramente, de acordo com a formulagdo mais conhecida deste Principio, os operadores
referentes a posi¢cdo e a0 momento de um elétron em um 4tomo ndo comutam.

1.6 Observaveis

As propriedades (E, P, X;) que formam um observavel tém duas caracteristicas
importantes:

1) Podem excluir-se mutuamente, ou 2) Constituem um conjunto completo, i.e., incluem
entre si todos os possiveis resultados da medi¢ao do observavel (E, P, Xj).

Em MQ, pode-se distinguir dois tipos importantes de relagdes entre observaveis.
Analisemos dois observaveis, g € r sdo compativeis se as propriedades (E, P, X;) de todos
os pares (g, rj) — q; representa qualquer propriedade do observavel g, r; qualquer
propriedade de » — forem compativeis ou de miitua exclusdo. Sendo o ultimo caso, o par de
propriedades que ndo correspondem a qualquer situagao fisicamente real ou previsivel.

No entanto, para que dois observaveis ¢ e s sejam incompativeis basta que, entre

todos os pares de propriedades (g; s;) exista um que seja incompativel.
Um exemplo de incompatibilidade ¢ o momento linear (P) e a posi¢do (x;). A energia de
uma particula livre (energia cinética) ¢ a sua quantidade de movimento sdo também
observaveis compativeis. Neste caso, os pares de propriedades formados por uma
propriedade de cada um destes observaveis ou sdo compativeis ou excluem mutuamente; a
exclusdo muua aplica-se a situacdes fisicamente absurdas, por exemplo quando, uma das
prorpiedades for nula e a outra diferente de zero porque a energia cinética e a quantidade de
movimento estdo relacionadas entre si através de uma dependéncia funcional, K = p*/(2m).

1.7 Valor Esperado

Se considerarmos, uma particula e onda associada, a funcdo ¥ e se essa fungdo
ndo se anula num intervalo entre r e » + dr, na medida de sua posi¢dao ha uma probabilidade
finita dessa particula ser encontrada. Nao podemos, atribuir a coordenada um valor bem
definido, no entanto, € possivel especificarmos uma posi¢ao média da particula.

Imaginemos a medida da posi¢cdo da particula no instante t, a probabilidade de
encontra-la entre r e » + dr € dada pela equagao.

])(r,t) = l//*(r’t)l//(r,t) [16]

onde P, ¢ a probabilidade de encontramos a particula. Repetindo essa experiéncia a uma
certa freqiiéncia no mesmo instante e registrando os valores de P, podemos usar a média
dos valores observados para caracterizar a posi¢ao da particula no instante t.

Este valor ¢ representado por <>, valor esperado da coordenada r. Veja abaixo
como podemos demonstrar matematicamente este calculo.



+00
<r>= J'rP(m)dr

—00

como: P(m) =Y oW s

substituimos [16] em [ 17] temos que: < r >= J‘rl//*u,,)l,u(,,t)dr

—00

1.8 Fluxo de Probabilidade

[17]

[18]

A probabilidade de encontrar uma particula a uma certa posicdo x e num tempo ¢ ¢

dado por
*
By =W 0¥

Sendo o fluxo qualquer grandeza que varia o tempo.

oP 0 .
E(xat) = 5[V/(x,z)l// 0]

oP . oy Oy *
—(x,t) = ) —— (X)) + W —— (Xt
al‘( ) l//()at( ) Vi 8t( )

2 2
0 el
COmo: —Eg-{' I/(x)‘//(x,l) = lhg

consideramos que ela esteja livre de V(x).

Parte real:
ih Oy _oy
2m ox* o
Parte imaginaria:
ih &’y" oy’
2m o’ ot

Substituindo [21] e [22] em [20]

oP . ih Oy inh oy’
— (5t =W ey ——+ Y,
ot (50 = e 2m ox’ Vi ’0(

2m ox

oP 0| h . Oy oy”
— () =——| —| Y~ Wy ——
ot (x.7) 8x{2mi (W( : Ox Viwo Ox ﬂ

[19]

[20]

[21]

[22]



St = % Z—f —aa—";w} [23]
Sendo S o fluxo de probabilidade
OP oS
E(x,t) = —a(x,t) ou
Z—I;(x,t) + aa—i(x,t) =0 [24]

Sendo esta a equagdo da continuidade.

1.9 Postulados da Mecanica Quantica da Funcao de Onda

I) A todo sistema corresponde uma fungdo de onda V¥ (x,t).

IT) A seguinte correspondéncia existe entre as variaveis dinamicas e os seguintes:

Variaveis Operadores
X, Yy, 2t X,y,2z,t
F(x,t) F(x,t)
PuPuouP,  h0 hd hO
iox iody io0z
E _ho
Qo

III) Y (x,t) (onde x representa X, y, z) e suas derivadas primeiras, devem ser finitas e

univocas.

IV) ¥ (x,t) deve ser normalizada™, isto é.

400 +o0  +00

[

—00 —00 —00

dv = dxdydz
ou simplesmente

* quando tem-se uma fungdo = 1, a probabilidade é 100% de encontrar a particula numa regio, isso significa
que esta funcdo esta normalizada.



TTWW:I

ou mais simplesmente
<YW >=1

V) A cada observavel corresponde um operador A. O valor médio <A> ou valor
esperado deste operador e definido como.

<A>= TTT‘P*Q‘Pd\z
<A >_: }w‘I;iA‘Pdv
ou
< A>=< ‘P‘A|‘P >

porém, se ¥ ndo for normalizada, entdo <A> ¢ definido como
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Capitulo 2: Equacao de Schrodinger.

2.1 Introducao

Em 1926, o fisico austriaco Erwin Schrodinger (1887-1961) publicou quatro
trabalhos nos Annales de Physique Leipzig nos quais desenvolveu a sua famosa Mecanica
Quantica Ondulatoria, cujo resultado principal ¢ a equagdo para as orbitas estacionarias dos
elétrons atomicos, a igualmente famosa equagdo de Schrodinger:

hZ
VAt B M =0 (1]

Em relacdo ao trabalho de Bohr, o trabalho de Schrodinger foi bem mais completo.
Uma vez que preveé também o seguinte:

e As autofungoes sdo correspondentes a cada autovalor.

e Prevé o calculo da probabilidade de um determinado estado.

e Prevé o calculo da probabilidade de transicdo de um estado para outro.
e Calcula os momentos angulares orbitais.

A equagdo de Schrodinger nada mais € que uma equacdo diferencial de segunda
ordem,a qual podemos aplicar para um sistema como o atomo de 'H e calcularmos os seus
niveis de energias correspondentes. Historicamente foi o primeiro sistema que Schrodinger
tratou, onde os autovalores de energia sao os mesmos que previstos por Bohr.

2.2 Construgdo da Equacado de Schrodinger

Primeiramente temos que resolver um problema de dois corpos. Neste caso,
podemos reduzir o sistema de dois corpos a um sistema de um corpo, considerando a
massa reduzida do sistema:

mm,

p=— 2]

m, +m,

Este ¢ o termo que ¢ introduzido na equagao Schrodinger e podemos adquiri-lo através do
calculo do centro de massa e para acharmos o centro de massa temos que fazer a seguinte
igualdade m;r;=myr, e se variarmos r logo teremos o centro de massa. Considerando
my>>m;y



r=r+rn [4]

R=r—"n;hKL=r—n [4.1]
Substituindo [4.1] em [3] obtemos,
po=— rerzz—m1 r [5]
m, +m, m; + m,

Como o proton e o elétron estdo translacionando e girando com velocidades proprias.
Podemos obter a expressao da energia cinética total do sistema e a velocidade angular.

2 2
my, + m,v,

E 6
K=, 5 [6]
w=Lecp=22
i 6
1
Ey = E(mlrfa)z + m2r220)2) [7]

Ey = %(mlrlz +myry )502

1
sendo 1= E(mlrl2 + mzrzz) [8]

Substituindo [5] em [§]

=L mma |, [9]
2\ m +m,
mym
p=—— [10]
1
Ey =E/ﬂ"2a)2 [11]

r 1 ’ r . , .
No atomo de H o nticleo ¢ massivo e o elétron tem massa reduzida g dada pela
equacao [10] de tal maneira que gira em torno do nucleo estacionario.

elétron



Figura 1: representacdo do 4tomo de hidrogénio

O potencial de interacao (coulombiano) do elétron-préton € dado pela relagao

Z.e*
__ 12
472'80()62 + y2 + 22)”2 [12]

Vo)

Onde e = carga do elétron, Z = carga do nucleo (parao 'H, Z = 1)

A eq. de Schroedinger dependente do tempo para este sistema ¢ a seguinte relagao,
conforme mostrado abaixo:

a‘P(x:)’,ZJ) [13]

hzai ai 2
ot

ol + J +Zz}{'(x,y,z,t) oy Yayzn =10

ou numa notagdo mais compacta: onde se consideramos o operador laplaciano
VisZ+—+— [14]

Assim a eq. de Schroedinger pode ser reescrita assim:

2
4
;—VZ‘PJrV‘P:ihaa— [15]
U t
Cuja solugdo ¢ dada:
-iEt/h
Yy = Py [16]

Onde y(xy) ¢ a funcdo onda independente do tempo dada pela resolugdo da eq. de

Schroedinger independente do tempo a seguir:

2
L

2/J (x,,2) (x,y,Z)\P

ey = E¥y o)

[17]

ou

n*|o* o0*> &2
B Z|:X_2 y_2+ Z_2 \P(x,y,z,) + V(X,y,Z)\P(x,y,Z,) = EY (xy2) [18]



Para resolvermos a equagdo acima ¢ melhor escreve-la em coordenadas esféricas e usar o
método de separacao de varidveis

@ elétron

Proton

Figura 2: representacdo da interagdo coulémbiana entre o
proton e o elétron, aplicando as notacdes de coordenadas
esféricas para resolver a equagdo de Schrédinger.

De acordo com a Figura 2, r € o raio vetor posi¢do do elétron,

r=yx’+y’ +2° [19]

0 ¢ o angulo polar, o qual cresce a partir do eixo z para o plano xy

z

0 = arccos [20]
VX2 +yt+z2?
e ¢ ¢ o angulo azimutal, o qual cresce de x para y.
Q= arctgZ [21]
X
x =rsenfcosg
onde temos y = rsenéseng
z =rcosd
E o laplaciano em coordenadas esféricas ¢ dado assim:
2
v? =i2i 2o +2;i(sen9i)+% 0 - [22]
r-or  or r-sen@ 06 00" rsen” 6 Op

A equacdo de Schroedinger em coordenadas esféricas fica assim apds aplicarmos o
operador laplaciano esférico: eq. [18]

1 o ,0¥ 1 0 o 1 &Y
| ===+ = |sen@— |+ —— |4V, W, 5 =E¥
2u Lz Gr( or ) > sen® 89( 89) r2sen’ @ 8(02 } (r6:0) " (r,0.9) .6.9)

[23]



Nota importante: Podemos escrever a fun¢do de onda ¥, , Como um produto de trés

funcdes tal que
¥(r,4,0)= R(ND(HO©)

1. A primeira R(r) = dependéncia em r ( radial afastamento do elétron)
2. A segunda ®(0) = dependéncia em 6 (mostra a posi¢ao polar do elétron)
3. A outra fun¢do ®(¢) = mede a posi¢ao azimutal do elétron na sua trajetoria

Podemos realizar esta representagdo porque ha um campo de forga central na equacgao.

Aplicando agora a separacdo de varidveis. A equagdo [23] pode ser reescrita (veja notacao
da derivada e o que deriva parte constante fica fora da derivada)

r*sen® db

e _1®®i(r2d_R]+ 1RO d (sen@d—®j+ 1R® d*® |
2 dr

+V,, 6., RO® = EROD
2| roodr do ”

r?sen’ 0 do* |

send—

+V(r)ROD = EROD

[1eo d( ,dR\ 1Rd d de 1R® d’® |
—|r + +r2—

2u| P2 dr\' dr) rsen6 do do sen” 0 d¢2_
[24]
2
Substituindo o potencial V(r )=- 1 e divindo por ROD a equacdo [23] fica:
e
2 2 2 2
00 42 R), 50 (0500 22s f g )LD
R dr\ dr ® do o )| n? nEr O do?
[25]
2
_1d cIZ) = —m? (constante)
@ dop
2 2 2
sen ei(rz d—Rj + Sen ei(senﬁﬁj +2—'ur2 sen’ 0| E + ¢ =—m?
R dr\ dr ® do de)| n* drg,r
[26]

Multiplicando por r’sen’ 0 todos os membros fica

2 2 2 2
sen 91i(r2d_Rj+SCn Hi(sen9@j+id qz) +2—/21r2 sen’d| E +— =0
R dr dr ® do dd) © do h 4reyr

Ou



{rzsenzﬁ d( 2dR) r*sen’ @ d( d@) r*sen’ 0 dz(l)} 2u
—r + sené +

2
> — |t — — > +—2rzsen20 E+——|=0
Rr= dr dr) O©r-send dd do) ®r-sen”0 do h dreyr

Isolando os termos em ¢ (passando ao segundo membro)

2 2 2
sen” 01 i(rz d—Rj 4 > ei(seneﬁj +2—‘l;r2 sen’ | E + ¢ =—
R dr dr ® do do h dre,r

LdZCD
O do

Note : do lado direito a equacdo depende s6 de ¢ e do lado esquerdo a dependéncia € em 6
e r. Como temos uma igualdade a constante de separagado (-m2) deve ser a mesma para
ambas as equacdes.

2 2 2 2
sen gi(r2d—R)+ sen ei(sen9@] +2—élr2 sen’ | E +—< =—id q2)=—m2
R dr dr ® do do h 4re,r D® do
2
_1de = —m? (constante)
() dq)z
2 2 2
=) Hi(rzd_Rj+sen Hi(senﬁﬁj + 2802 e g B4 =-m*[27]
R dr dr ® do do h? 4re,r
2 2
14 c?:—m2 ou d qz)er2 =0 cujasraizesA = +im
D do do
logo a solugdo ¢
@ (p) = Ne™™” [28]

que ¢ a solucgdo particular, sendo m niimero quantico magnético. ®(¢) ¢ a fungdo onda
atomo de 'H que contém toda a dependéncia em fungdo do Potencial ¢. Onde ¢ varia de 0 a
2n. Normalizando a fun¢ao ®(¢)

(@|@)=1
27
(D]@) = jN*e”’“" Ne™dp =1
0
27

(olo)=N? j e™M? e o =1 [29]
0



ou N[27]=1 = N=—o

2z

logo a funcgdo vale
1

NPYs

O(p) = e [30]

como ®(p)=D(p+27)= ela élnica

ime im(peim27r 2

e"? =e =1=e*" = 1=cos2mm +isen 2zm

veja que satisfaz se m=0+1+2+3... m=inteiro ( nimero quantico magnético)
escolhe a solucdo A =im (movimento de giro elétron sentido horario).

Assim temos até 0 momento

\P(r,e,(p):ﬁel‘"’%(m@((p) 31]

Tomando a equagao [27],

2 2 2
{sen Hi(VQ dR}Lsen Gi(sengd_@j}rz_élrzsenze(EJr e J:_mz

R dr\' dr) © do do

Dividindo por sen’6 fica

2 2
R dr dr) © do do h? dre,r sen’ @

Separando os termos da R(r ) da fungdo ®(0) fica

2 2
ii(rzdRJ+2—’ur2(E+ ¢ ]: n —ii(sened—(a] [33]

Rar\" dr) n? dregr)  sen’d © do do

devido aigualdade a constante de separacdo ¢ a mesma

2 2
li(rzdRJ+2—’ur2(E+ ¢ j: " —ii[senﬁdﬁj:l(l+l) [34]

Rar\" dr) n? dregr)  sen’® © do do

2
li(r2d—Rj+2—”r2 E+—S|=i@+1) [35]
Rdr\  dr) n? dre,r



——2———(sen6’—(3j=l(l+1) 36]
Divide a [35] por ¢ arrumando fica

2 2
ii(ﬁ de+2—” (EJF ¢ JR=I(Z+1)R

P2dr\ dr) n? Are,r
ou [37]

2 2
Li(rzd—}aj+ 24 g€ +I(+1)|R=0
P2 dr dr h? dre,r

Esta é a equagdo Radial — cujas solugdes sdo as fungdes de Laguerre. Apresentaremos a
solugdo que €: Solucao particular:

2 3/2 —if
R, (r) =—(—j e 2LV [38]
na
SO I C i B ) R R B [(n+ D) &”
Sendo L"+l(§)_{2n[(n+l)!]3 } ,,Z;( D I @i s i)
Com 522
na

n=123..., [1=0123... m=1-+1..1-11

l 3/2
Sen=1, =0, R, () :(—) e
a

2

Veja que se n=2, /=1 temos dois /=0 e [=1, Nota a =—;
mq

)2 - 1V?
Ry (r) = (—] 2-=)e"" e Ry(r)= (—j —=e
2a a 2a a

NG
L d (senﬁd—®J+{l(1+l)— i }@:0

send do 4o sen? @

A outra equagao:




As solugdes desta equagao sao as funcdes associadas de Legendre. Os harmonicos esféricos
— sdo solugdes das equagdes diferenciais: @(@).0(8)representadas por

20 +1(0 ~|m)!]"?

— m imo

|m|
onde  P"(@)=sen" g _11(S)
d(cos 9)"”‘

1 d'fe -y
1’1(5)—21[! 7

onde & =cosd

A solugdo geral para o 4tomo de Hidrogénio é: ¥, (r,60,¢) =R, ()Y, (6,9) g ImEt

Que pode ser escrita assim:

2 32, 2/+1 (n—1-1)! & + [(”+l)']2§p —(i/h)Eyt
¥ (7,0, 0) = —(— o L, -1)? (6, "
i (0.9) =~y e 2! (5){ T } X D e a9
2
Com ¢ = r
na
n=1,23... nimero quantico principal
/=0,1,2,3... numero quantico de momento angular
m=/-I+1,..1-1]1 nimero quantico magnético

2.3 Numeros Quanticos

Cada conjunto de n, /, m define uma funcdo de onda — que ¢ um estado eletronico do

atomo.

n=1 camada k
n=2 camada |
n=3 camada m
n=4 camada n



n=>5 camada o
As fungoes de onda de cada camada sao chamadas de orbitais.

a) para cada valor de 7, ha n-1 valor de /

n=1 [=0
n=2 [=1
n=3 [=2

n define o estado de energia
b) para cada valor de 1 ha (21+1) valor de m. -/I<m <

[ =0 m=0

Il
|
—_

T
3 3 3

Il
- o

¢) para cada valor de n ha n’ autofungdes. Exemplo, se n = 3, ha 9 autofungdes

m=-2
m=-1
[=2 -I<m<l] m=0
m=1
m=2
m=-1
[=1 -I<m<] m=0
m=1

[=0 m=20

Concluindo, quando resolvemos a equacdo de Schrodinger para o atomo de
hidrogénio, obtemos as energias para os niveis energéticos (E,) e os orbitais atdomicos
(Wnim). Temos entdo um diagrama de niveis energéticos no interior do atomo, i. e.,
dizemos que um atomo se constitui de um sistema energético quantizado. Na Figura 3
demonstramos solugdes da equagao de Schroedinger radial.

E foi no Annales 80, que Schrodinger publicou o seu estudo do efeito Stark através de sua
Mecanica Quantica Ondulatéria (1). Um dos seus primeiros trabalhos utilizando a nova
teoria.



Hydrogenic radial wavelmetions - 25 orbital Hydragenic radial wavetinctions - 2p arhital Hydrogenic radial wavelunctions - 3p orbital

2 I.I“‘ !xlU'“ ]xlO"
L T '

B, &,,
7] " ’ I, 3
15
Pxlll . N 4 14
'l " P
&, e E] V- L aexpt- or4) where 0w 22014, L(aE g |2 Facl, > cxui=1 €} hire o=2Eria
"at ey @ B |=| oeep(-ai4) whese a=22ria, ~" e | 33 PN €) where o=2ira,
A6 |ay, Sk
z=1 . z=1
14 Hydrogenic radial wavefunctions - 3d orbital Hydrogenic radial wavefunctions - 1s orbital Hydrogenic radial wavefunctions - 3s orbital
20 6x10'® 1x10'®
Y] R Ry,
a2
[l
0 2 EL
1% U otz axig’®

3
R, o ——|Z| Aepi=n6) where o= 2ria %
PRI ) u 2
B30 L ay, R,,=2 = exp(—,0f 2) where 0=2Zria, _ 1
Z=1 iU R"'FW
z=1
Z=1

Z # 1
[7] (6= 20+ — &) exp(— .o 6) where o= 2
@y 9

Figura 3: Solugdes da equagdo de Schroedinger radial.

2.4 Funcao de Onda na Concep¢ao de Max Born

Born (1928) deu um passo a esta dificuldade propondo uma interpretacao estatistica
das fungdes de ondas do elétron, a qual, devido as inumeras vantagens apresentadas, tem
sido amplamente aceita. Born supds que as ondas nao t€ém existéncia real, e assim, as define
como ondas de probabilidade.

O produto ¥'¥ ou |‘I’|2 em um ponto representa a densidade de probabilidade de

encontrar o elétron, ou um outro corpusculo qualquer, em um ponto X, y, z, num dado
instante ¢ ¢ igualdade

Y| dxdydz =| | dv

Representando a densidade de probabilidade de encontrar o0 mesmo elétron em um
elemento de volume dv, e também o nimero de elétrons dentro do mesmo volume. Esta
interpretagdo teve um pleno acordo com as condigdes de Schrodinger (5).

Em processos vibratorios o conhecimento da amplitude é importante como o
conhecimento da freqiiéncia propria; analogamente, ¢ de se esperar que, em mecanica
ondulatoria, esteja ligado um importante significado fisico a fung@o de onda ¥ ou antes, ao
quadrado do seu modulo, visto ser evidente que o valor instantdneo da préopria funcao
oscilatoria ndo pode desempenhar qualquer papel em virtude da sua alta freqiiéncia. O
motivo por que se toma o quadrado do modulo € que a propria funcdo de onda (devido ao
coeficiente imaginario da derivada em ordem ao tempo da equagdo diferencial) ¢ uma
quantidade complexa, enquanto as grandezas suscetiveis de interpretagdo fisica devem
evidentemente ser reais (6).

Suponhamos que no estado caracterizado pela fungao de onda V¥, se efetua uma
medicao que conduz com certeza a um determinado resultado, e que o mesmo fazendo o



estado no estado ¥, conduz ao resultado 2. Admite-se entdo a combinagdo linear de W, ¢
Y, o que significa que toda funcdo de forma CY¥, + C¥; (C; e C, , constantes) representa
um estado em que a mesma medi¢ao pode dar um resultado 1 ou o resultado 2. Podendo
afirmar, que se conhecemos a dependéncia dos estados com respeito ao tempo, dependéncia
a qual ¢ dada pela funcao ¥, (x,t) e em outro, por ¥, (x,t), pode-se notar que qualquer
combinagado linear destas da também a possivel dependéncia de um estado do tempo. Estas
afirmagdes constituem o contetido do principio de superposicao dos estados — um principio
positivo fundamental de mecanica quantica (7).

2.5 Valor Esperado da Fun¢ao de Onda

Consideramos uma particula e onda associada, a fungdo ¥, e se essa fun¢do nio se
anula num intervalo entre 7 ¢ » + dr, na medida de sua posi¢ao ha uma probabilidade finita
dessa particula ser encontrada. Nao podemos, atribuir a coordenada um valor bem definido,
no entanto, € possivel especificarmos uma posi¢ao média da particula.

Imaginemos a medida da posi¢cdo da particula no instante t, a probabilidade de
encontra-la entre » e » + dr é dada pela equacgao.

By = ‘//*(r,f)‘//(r,t) [16]

onde P, ¢ a probabilidade de encontramos a particula. Repetindo essa experiéncia a uma
certa freqiiéncia no mesmo instante e registrando os valores de P, podemos usar a média
dos valores observados para caracterizar a posi¢ao da particula no instante t.

Este valor ¢ representado por <>, valor esperado da coordenada r. Veja abaixo
como podemos demonstrar matematicamente este calculo.

+00
<r>= J'rP(r’t)dr [17]
como: £, = l//*(r,t)l//(,’,),
+00
substituimos (16) em (17) temos que: < r >= J-rl//*(r,z)l//(,’,)dr [18]

—0o0



2.6 Aplicacao da Equacao de Schrodinger

Tabela 1: Exemplos do operador Hamiltoniano para o movimento de uma
particula de massa m em diferentes campos de forca definidos pela funcao
(operador) potencial V.

Operador
i i 2 52
(a) Particula livre [ voo g W
X 2m dx?
b) Dbarreira de . 2 42
I()O)tencial ,—|V=V° H= _2_5_ (x<0; x>0)
*—> m
> 2 2
0 a X [—}:—h—d—+V (0<x<a)
2max?°
c Oscilador . 2 g2
1(1 ) e K V=(1/2)Kx2 o hdm 1o
armonico ‘ m a2

Tabela 2: Exemplos do operador para atomos e moléculas.

Operador H
(a) Atomos de . ~ n? "o Ze
um elétron Com -

(b) Atomos de

. hz n n ZZ 2
muitos elétrons H:__zvz_z;+zze_“

i=1 j=1 "J T i i

(c) moléculas ﬁ:_g"_ ZV _Zzze ZZ ZZZZe

i=1 i j>i l] a p>a

2.6.1 Poco de Potencial nao relativistico
Considerando um potencial degrau unidimensional definido por

V(x)=0,x<0
V(x)=V,,x>0



Supor que uma energia incidente da esquerda para a direita tem energia E = 4V,. Neste
exemplo podemos calcular a probabilidade de que a onda sera refletida (coeficiente de
reflexdo). Analisando o contorno do problema, para V' (x)=0 quando x<0, o potencial na
regido I € nulo e consideramos a particula livre. A equacao de Schrodinger se reduz a.

n o'y,
2m ox?
Lo, _2m
oxr R’

0*y
- ! +;—TE‘I’, =0
X

1

I

sendo k/ :2m_2E
oMY,

ox

+kiE¥Y, =0

As raizes da equagao:
k=0, A* =k, A =ik,

Y, = Ae k1x 4 Be ~H1x

Ae™ s onda incidente
sendo

Be ™™ s onda  refletida

Solugdo geral

\P[ :\Ple*lEl/h
¥, = ( Le'h1¥ 4 peikix )yle—iEz/h
¥, :Aei(kleEt/h) +Be—ii(k1x+Et/h)



Na regido II ha um potencial V' (x), sendo assim a particula sofre uma agao do potencial.

2
m
h o
- Z_V Yy =[E-1, ¥,
m
2m
VY, +h_2[E ~V]¥y =0
Considerando kj; = i—T[E ~7,]

Achando as raizes da equagdo
A +ky =0, A =—k;, A =tik,

¥, =(ce™ + pe )
A solugdo aceitavel ¢
Y, = Ce'™2~

Solugdo geral
_ iEt/h
¥y, =¥e
_ ikpx iEt/h
Y, =Ce"*e

\P[[ — Cel.(kZX*Et/h)
logo temos as duas fungdes para as duas regides I e 11

¥, = de *1" + Be "™ 1% para x<0

¥, = Ce™* para x>0
Analisando as condigdes de contorno

ik —ik 7
a) ¥, eo=Yy oo Ae™™ + Be " = Ce™*

A+B=C deve ser continua no ponto x=0
b) A sua derivada também

o, oMy,
Ox x=0 o x=0

lk 1Aelk1x - lkl Be 7lk1x = lkz Celkzx



ik, (4 - B)=ik,C

(A—B)=k—2C
kl
Montando o sistema
Achando B Achando C
A+B=C A+B=C ko +k
+ k + k %(%]JFB:C
A-B=-2C A-B="2C-(-1) !
ki k, B 1(k +k,
k k —+= Y =0
24=-2C+C )B=Cl1-"2 ¢ 2 |
ki 1 k, +k
C k C=-2Bl L "2
A=—(1+—2J pClk=k ky
2 ky 2 k,

Substituindo os valoresde A,BeCem ¥, e ¥,

¥, :g ky +k, illix=E1/h) +£ ki —k, oilkix=E/n) o
2\ K 2\ K

\Plzg Mei(kleEt/h) kl k, (kleEt/h) x<0
2 k k

lP]I — _2B(k1 kz] (kzx—Et/h)
kl

Obedecendo ao principio da complementaridade temos a combinagado linear do dois estados
da fun¢ao de onda

Y

Total

LIITOta[ = g ﬂ ei(klx_Et/h) + M e—i(qu—Et/h) 2B k k i(kzX—E[/h)
2 k, k, k,

=¥, +¥,
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Capitulo 3: Método de Hiickel.

3.1 Método Semi-Empirico

A equacdo de Schrodinger para moléculas ndo pode ser exatamente resolvida. Isto
ocorre porque a equacdo exata ndo ¢ separavel. Uma estratégia ¢ de assumirmos que
podemos permitir de escrever uma forma aproximativa de equacdo de Schrodinger para
moléculas e principalmente que esta nova equagdo de Schrodinger se torne separavel. E ha
entdo de procurar como resolveremos esta equacao separavel. O método de Hiickel ¢ uma
possibilidade e de campo autoconsistente ¢ um outro.

3.2 Elaboracao

Separagdo o — 7

Para o tratamento de moléculas com elétrons © ¢ possivel escrever o Hamiltoniano total
como:

H=H_+H,+H_ [1]
o método de Hiickel extendido ¢

H(0)|¥(0)) = E(0)| ¥(0)) [2]
e o método de Hiickel simples ¢

H(m)|¥(2)) = E(x) ¥ (7)) [3]

O Hamiltoniano que descreve a energia do elétron ©t &
. 1o . :
He (i) == Vo@D +V(0) [4]
Sendo o Hamiltoniano total

I @)=Y H, () 5



I @) =3 =292 )+, () (6]

A funcdo W, ¢ antissimétrica de n Orbitas moleculares m. A fungdo antissimétrica
Y descreve particulas que obedecem a estatistica de Fermi-Dirac, para Férmions. O
método de Hiickel ¢ um método classificado como semiempirico. Este pode ser
simplificado no maximo a resolucao das equagdes <E > = J.‘P*H‘Pd 7, ou seja ele utiliza do

método variacional para solucionar problemas de moléculas com orbitais 7, e para isso ele
faz algumas consideragdes.

3.3 Consideracdes do Método de Huckel

i) §; =6, onde & € o delta de Kronecker.
ii) H, = o onde a € um pardmetro coulombiano

iii) H,; = f sei e pertencem a atomos ligados entre si e
Estas consideragoes sao realizadas sobre a determinante secular

\H,.j ~ ES;;

=0 [7]

3.4 Aplicacao do Método de Huckel no Etileno

H,C——CH,
A determinante secular H, para o etileno W, =2p_, e ¥, =2p_, serd 2x2

Hll_ESll HIZ_ES12 _
H21 _ES21 H21 _ESZZ

Utilizando-se as condig¢oes de Hiickel



Esta é conhecida como determinante de Hiickel.
x?=1=0, x=+1

parax=1 E=a—- f eparax=-1E=a+ f

(3

ax+c,=0
, C1=C2
c +cx=0

Quando normalizamos as fungdes IT*Td 7 =1 nds achamos os valores de c;

of [Whdr+c [ ¥ ¥dr+c] [ ¥, Wydr+cf [W]dr=1
0 0

1
) =—=
2
logo achamos a fungdes ¥ e ¥,
¥, =0.707¥(p.,) +0.707¥(p.,)

¥, =0.707%(p.,) - 0.707¥(p.,)
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Figura 1: comportamento da fun¢do de segundo grau do Etileno

3.5 Aplicacao do Método de Huckel no Butadieno

A molécula 1,3 Butadieno ¢ plana e tem preferéncia como isémero trans € tem
formula

Hyy —ESyy Hypp—ES)p Hiz-ES;3 Hyy—ESp
Hy  —ESy Hpp —ESyy Hyz —ESy3 Hoq —ESy) _
H3 —ES31 Hj3p —ES3; H3z —ES33 Hizg —ES3y
Hyy —ESqy Hap —ESsy Hyz —ESy3 Hay — ESyy

Fazendo as consideragdes do método de Hiickel

a-E p 0 0

p  a-E 0 0
0 g a-E p

0 0 p  a-E



a-b 0 0
B
B 0
/ a—-E =0
0 | 1
B
0 0 ok
B
sendox:a_E
x 1 00
1 x 10
-0
01 x 1
00 1 x

quando se tem uma determinante diagonal simétrica, utilizamos a formula abaixo

n

H{a ~2(bc)"? cos(j'—”ﬂ

i n+1
sendoj=1,2,..n
x, I, 0
1 X 1
c a b -0
0 1, x, ,1
0 0 1, x,
4x* —3x? +1=0
as raizes sdo x =10.62 ¢ x=+1.62
E =a+1.628
E,=a+0.62p
E,=a-0.62p

E,=a-1.628



4n’

o-1.628

3n
o-0.628

C,,

2 o+0.62 B

In
o+0.62B
x 1 0 ) 0
I x 1 | |0
01 x 1||es| |0
001 x)le) O

xc; +¢, =0
¢, +xc3+c, =0

¢y +xc, =0

Agora que temos o sistema montado para o Butadieno, podemos calcular todas as fungdes
de onda relacionadas com as ligagdes do Butadieno. Iniciando a calcular ¥, o orbital de

menor energia, utilizamos x=-1.62, vem:

xcy =1.62¢,

Agora com a condigdo de normalizacdo de ¥, (para S;=0)
(@] +e3 9] + 07 + W) (e, W)+, %, + oWy +¢, W, )dr=1

2 3



012 +c§ +c32 +c§ =1
¢ +(1.62¢) +(1.61¢)* +¢2 =1
7,24¢* =1-¢=0.372
substituindo ¢ em ‘¥;, temos o resultado da primeira combinacdo
Y, =0.372y, +0.602y, +0.602y5 + 0.372y,

e assim para acharmos V|, ¥, e ¥y devemos substituir no sistema acima apresentado.

100+
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Figura 3: comportamento do determinante do butadieno

3.6 Aplicagao do Método de Huckel para o Ciclobutadieno

A molécula do Ciclobutadieno difere da molécula do Butadieno porque esta possui
os carbonos ligados 2 em 2. lembrando que a determinante secular é



Hy - ES)y Hyp—ESy
Hy —ESy;1 Hy —ESy
H31 —ES31 Hjzp —ES3)
Hyy) —ESq1 Hap —ESy
a-E p 0 p
p  a-E 0 0
0 B a-E p -
p 0 p  a-E 1
B
x 1
_ 1
sendo x=a E o
0 1
1 0
E,=«a N
onde E; e E3 sdo degenerados
Ey=«a
A
o—203
o

Hy3 - ESy3
Hy3 — ESy3
H33 — ES33
H g3 — ESy3

—_— O
= —= O =

— =

x=0 e x=%2

o+2f3

Hyq —ES)4
Hyq = ES4)| _
H3y — ES34
Hyq — ESyy

x" —4x




—_— O = X

I 0 1) (¢ 0 xc, +¢, +c3=0
x 1 0f]c| |0 ¢, +xcy +c3=0
I x 1| |c 1o ¢, +xc3+c, =0
0 1 x) ¢y 0 ¢ +c3+xc, =0
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Figura 5: comportamento do determinante do ciclobutadieno
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Capitulo 4: Método Variacional.

4.1 Introducio

O método variacional trata-se de um principio importante em Quimica Quantica,
nao sO porque permite obter solucdes aproximadas para a equacdo de Schrodinger como
também porque fornece um critério, o valor minimo de energia. Considerando a equagao de
Schrodinger.

HY = EY [0]

onde ¥ e E sdo autofun¢io e autovalor do Hamiltoniano, sdo solugdes exatas desta
equacdo. Normalmente o Hamiltoniano ¢ de tal forma que a equagdo [0] ndo ¢ separavel,
qualquer que seja o sistema de coordenadas. Por essa razdo ndo € possivel pensarmos em
obter uma expressdo analitica exata para ¥'. Passemos entdo a examinar as propriedades
da funcional E(y), definida como

) j\P*H\Pdr

()= v war

:IT*HTdr [1]

Esta ¢ a integral variacional. Uma func¢ao qualquer, que seja normalizada, bem comportada
e que satisfaz as condi¢des de contorno do problema, podemos mostrar que esta funcao
admite que o valor esperado do operador Hamiltoniano para uma funcdo de onda
aproximada € sempre maior que a energia exata £, correspondente a esse Hamiltoniano.

j Y HYdr>E, 2]

Em outras palavras, a fun¢@o de onda aproximada conduz a menor energia. Assim sendo, 0s
coeficientes ¢, nas orbitais moleculares ¥ sdo determinados de modo a conduzirem ao

valor minimo de energia E associada com essa orbital molecular. Em rela¢do a obtengdo de
solucdes aproximadas, o que se faz na pratica consiste em partir de uma fungao aceitavel,
com varios parametros ajustaveis, e variar esses parametros de modo minimizar E pois,
segundo o principio variacional, conseguira obter-se uma melhor aproximagdo para a
energia do estado fundamental E,

chZ‘P*Hch‘Pdr chkcjj‘l’zl‘}‘l’j ZchjFij
k k _k _H
IZCZ‘P*chTdT Zchch‘PZ‘Pj ZCchSkj
k k k j kj

(5)=

Provando a afirmagao [2],



¥=>a,¥ [3]
k

Substituindo [3] no lado esquerdo de [2]

J.‘I’*H‘I’dr:jZa:‘PZI:IZaj‘I’jdr:JZaZ‘PZZajl:l‘l’jdr
k j k J

[¥ HYdr=[> a ¥, Y a,EW,dr=3"Y a,a,E, [V, ¥,dr=3"3 a;a,E ¥ 5,
k j k k

IT*HTdT:ZZaZajEjTj5@ [4]
ko
1 k=7
onde o ki ¢ o delta de Kroenicker, 5¢ J
0 se k=

. *
como temos J;; podemos conseguir o termo Z aa E,
k

* * 2
[¥ HYdr =Y aia,E, =Y |a;| By [5]
k 3
sendo que o nivel k ¢ sempre maior E, > E,, onde Eq ¢ o estado fundamental do sistema.

[ HYdr=Y aja,E, > |a,| Ey = Ey Y |a,|’ [6]
k k k

Através da normalizagdo
j Y HYdr =1 [7]

1:J.ZaZ‘PZZaj‘deT:ZZaZa‘jJ.‘P;:‘{’de
k J koJj

agora substituindo ¥

k

> > aia, [ dr=1 [8]
J
abrindo a somatéria em j
Y X8y =Y e [9]
ko k

Substituindo [9] em [6]

[¥ HYdr=E,Y" > a;a;5 [10]
ko



[¥ HYdr> E, [11]

Isso mostra a prova. Por isso temos que ajustar bem a solu¢do de ¥ muito bem para
atingirmos o estado E|, (valor real) que ¢ o estado fundamental. Ajustar a fungdo V¥ ¢

ajustar a funcao de base computacionalmente.

4.2 Extensao do método Variacional

O método variacional apresentado na se¢do passada tem duas limitagdes. Primeira,
ele prové informacao de energia somente sobre o estado fundamental e da funcdo de onda.
Segundo, ele prové um estado acima do estado fundamental somente. Nesta secdo
gostariamos de estender o método variacional.

Considerando que nds desejamos estender o método variacional para obter um valor
de energia estimada para o primeiro estado excitado.

Demonstrado que a fungdo variacional normalizada [5] e [8]

[ HYdr=3|a; | E, e [W/W,dr= |a,|" =1
k=1 k=1

onde a, ¢ a expansdo do coeficiente em ¥ = Zak‘Pk .Tendo a, = <CDk |‘I’> A fungao ¥

k
que ¢ ortogonal para o estado fundamental real da fun¢do de onda ®,. Entdo nds temos

a0=<®0|‘1’>:0e
c
[¥' mvdr=3|a, | E, e [W,¥,dr=)|a,]" =1 [12]

k=2 k=2

para k>1,temos E, 2 E, ¢ |ak|2Ek 2|ak|2E1

Mla By =Y |a [ E = EY Ja,|* = E, [13]
k=1 k=1 k=1

Combinando [12] e [13], temos o resultado:
I‘P*I:I\Pdrz E, ,se I‘P*FI‘Pdr =0e I‘P*I:I\Pdr =1 [14]

a extensao do método variacional para altos estados excitados acima de E;.



J.‘P*f[‘{’dr

WZEkH,se [¥o@dr=[ ¥ @dr=- = [ Dddr =0 [15]

4.3 Fungao Variacional Linear

Um tipo especial de funcdo variacional ¢ usado largamente no estudo de moléculas,
¢ a Fungdo Variacional Linear ou Método Variacional de Raleigh-Ritz. Uma fungao
variacional linear € uma combinagdo de n fung¢des linearmente independente f;, f,,...f,:

Y =c f +czf2+...cnfn:icjfj [16]
j=1

onde ¥ ¢ a funcdo trial variacional e os coeficientes ¢, sdo parametros para ser

determinados pela minimizagdo da integral variacional. A fun¢do f; deve satisfazer a
condigdo de contorno do problema. Nos apresentamos que V', ¢; e f; sdo reais.

Aplicando o teorema variacional para a funcao variacional linear, nds temos

[¥ ¥dr=[>cif] D e fidr=3"> cle,[ f] frdr [17]
j=1 k=1

j=1 k=1

Agora devemos definir a integral de superposi¢éo S ; como

Sy =1 fidr [18]

sendo jk os elementos de matriz. Substituindo [18] em [17] temos

n n

j\P*\Pdr =3 > cierSy [20]

j=1 k=1

Note que S ndo ¢ necessariamente igual a 6 ; , desde ndo ha razdo para supor que a

Jjk >
fun¢do f; sdo mutuamente ortogonais. O numerador da integral variacional ¢

I‘P*H‘Pdr = IZc;f;Hchfde =chjckj‘f;kadT
j=l k=1

j=1 k=1
e usando a abreviagao

H i = f} Hfydz [21]



Reescrevendo o numerador

[¥" HYdr = Y cepdr [22]

j=1 k=1
Substituindo [22] e [20] na integral variacional W,

[w Hyar 2 2 et
e — =S~ E [23]
j YWdr &L
C;CrS i
j=1 k=1
Arranjando [23]
WZZC Sy =0 e Hy, [24]
Jj=l k=1 j=1 k=1

agora devemos minimizar W para aproximar tdo perto de Eoy (W =E,). A integral

variacional W € uma fungdo de » variaveis independentes c,,c,,...c,
W=W(c,cy,...c,)

Uma condic¢ao necessaria para minimizar uma funcdo W de muitas varidveis € que a
sua derivada parcial a respeito a cada uma de sua variavel seja zero no ponto minimo.

ow

=0, i=12,.n 25
2, [25]

agora nos diferenciamos [24] parcialmente em cada c; para obter n equagdes:

ZZC S i +W ZZC S =—ZZC o H o [26]

C; j=1 k=1 C; J=1 k=1 Ci J=i k=i
i=1,2,..,n
Agora
a n n ( ) n n ack
¢Sy Z cie)|Su =2 ck +Cj o P
C; J=1 k=1 j=1 k=1 j=lk= C; C;
os ¢;j sdo variaveis independentes, e portanto
acj L acj .
—=0 se j#I —=1 se j=i
oc; oc;
oc



Nobs temos entdo
n

ZZC i jk—Zché‘y ﬁ“‘ZZ"; SuSu =2 CkSu+ 2.6

oc; oo =1 k=1 =1 k=1 k=1 =
a n
Zc Sy _chslk +Zc S [27]
Ci j=1k=1
Onde nos temos desenvolvido
S;= Sy =S, [28]

Resolvendo a equagdo [27] a partir desta relagdo, conseguimos compacta-la:

n n
ZZC S ik _chSzk +ZC; i chSik +chSik
=1 =1

ljlkl

a n n
DcieSy —Zch " [29]

ljlkl

onde o fato de j ser uma variavel aleatoria utilizada e recolocando S ; por H ; em cada

uma destas manipulagdes, nds temos o numerador da equagao vai

ZZC 199 4" zzzckHik [30]
k=1

C; j=l k=1
o resultado depende de
H; =H;=H,
Porque H ¢ Hermitiano, agora substituindo [25], [29] e [30] em [26]

WD e Sy =2D c,Hy, i=12,.n
k=1 k=1

Rearranjando

ou
n

[(H, =S, W), ]=0, i=12,.n [31]
k=1

Sendo esta conhecida como Sistema de Equagdes Seculares. A equacdo [31] € um
conjunto de n equagdes simultaneas, lineares ¢ homogéneas em n de cj, ca,...Cq

desconhecidos. E pode ser representada como D,, (W) = |H ik —WS;|=0, onde m é alinha

da determinante.



Uma solugdo trivial das equagdes seculares € todos os coeficientes c¢; serem nulos.

Qualquer solucao fisicamente relevante exige que seja nulo o chamado determinante
secular, constituido pelos elementos H;; — ESj;

|Hiyx — ESy|=0 [32]
ou

D(E)=|H y ESy;|=0
da equacdo [31] podemos obter os valores reais de W =W,,1 ., W,2,.... W,y 0S quais
correspondem ¥ =Y¥,,1,'¥,,2,.... ¥}, - Onde o valor esperado da energia W € facilmente
visto por

4.4 Aplicacao do Método Variacional

Sabemos que agora temos a parte secular da integral variacional e podemos a partir
daqui aplicar o método variacional no estudo de energias de orbitais atomicos e
moleculares.

E ZI‘P*H‘Pd‘[ > EO Equagdo Secular >IHik _ ESiK| -0

Para atomo as funcdes de base sdo os elétrons e para molécula as fungdes de base
sdo os orbitais moleculares. Ex: para o Benzeno ha 36 orbitais, ou seja 36 combinagdes
lineares. Logo ¥, sera

36
¥, = Z ¢
i=1

e a sua determinante sera de 36x36. ha 42 elétrons no benzeno e 21 orbitais estdo ocupados
e outros 21 sdo virtuais. Sendo que o ultimo orbital ocupado ¢ chamado de HOMO
(Highest Occupied molecular Orbital) e o primeiro orbital ndo ocupado ¢ o LUMO (Lowest
Unccupied Molecular Orbital). Se soubermos a diferenca de energia LUMO ¢ HOMO,
podemos achar a energia de ionizagao da molécula.

A energia total dos orbitais ocupados ¢ da seguinte forma



n
Ep =Y (E,+Ec +Ep)-2
i=1
Onde n ¢ o nimero de orbitais ocupados, 2 o par de elétrons e E; nimero de orbitais, Ec
repulsdo coulombiana e Egx € a energia de troca.

4.5 Método Variacional para o Atomo de Hidrogénio

A partir da fungdo tentativa W, =e @ para o estado fundamental do atomo de

Hidrogénio, calcule o valor de @ que minimiza a energia.

(Po [¥e)

Sendo o Hamiltoniano H,

2
P R P N VR TR M. 18
2| 2 or or r% sen@ Or or 2 sen208¢2 r

_ 2 —ar n _ n!
dr=r? sen 6drd0d¢ je r dr—an+1 (a>0)
Como o atomo de Hidrogénio depende somente de r, o operador se reduz a
__1 Li(rz ij _Z [3]
2| ;2 or or r
v2 _[L%ziﬂ V2 _Fz d Lﬂi(iﬂ
p2 or or 72 r 2 dr\dr
2
R "
rdr gp?
Substituindo [4] em [3]
H-—1v2_Z [5]
2 r
Reduzindo a equacdo [1]
E=<\Pa |H|\Pa> [6]

e aplicando o operador em [6]



1 1
E:_E<Ta |V2|1Pa>_z<\ya |;|lPa>

1 2d  d? 1
E=-—(¥q |;;+dr—2|‘1’a>—z<‘f’a |~[¥a)

d2

dr?

1d 1
E:_<\Pa |;;|Ta>_5<q]a|

|\Pa>_Z<\Pa |%|Ta>[7]

para que a variagdo funcional, 0E('Y,, ), seja minima — 6E(V¥,)=0 (H > =0

nd i|‘P >—i‘ _m>——a _0”>——0¢|‘I‘ > e que ﬁm’ >—a2|‘P )
seoquedra— e = e = a q drza_ al»

dr
teremos:
1 a’ 1
E=a(¥,| |‘Pa>_7<\ya o) = Z(¥o |=|¥e)
2
p=%_2% _ 4
r 2 r
2
E=(a- Z)<l> & 8]
r 2
Normalizando ¥,
(Yo |Pq)=1
lembrando que I e Y r'dr = ::L -(a>0)

J.e_zarrzdr =1
!

2(4a)

N2 -1 >N =+4a> [9]

calculando o valor médio de <—>



—> = [10]
r
Substituindo [10] em [8]

(94
E=(a-2)a—-—
(@-Z)a—=

2 2
E=a?-7a-% =% _74 [11]
2 2
como JE(¥,)=0 <H > =0, o minimo de energia sera obtido se derivarmos £ em relacdo a

a e igualando-se a zero,

dE—Z——Z 0sa=Z [12]
da 2

Substituindo [12] em [11], e lembrando que Z=1 para o atomo de hidrogénio.
2
1) 1
E=—-0)=-—ua.
2 @ 2

1
E=——u.a. 13
5 [13]

4.6 Método Variacional para o Atomo de Hélio

Aplicando o método variacional para o &tomo de Hélio e encontrando a energia do
estado fundamental a partir da fungdo tentativa.

3 3
15() =/ Ze™ ¢ 15(2) = | Ze [1]
T w

Um Hamiltoniano de N elétrons € M nucleos é

R B S S S
=12k i=L k=1 Tk i=1 j>1Ti k=li>k L
— —_— [
repulsdo—e n  repulsio—e e repulsdo—nn



No atomo de Hélio, consideremos os nucleos fixos, podemos omitir o termo de
energia cinética dos nucleos para obter o Hamiltoniano puramente eletronico, separando-o
do nuclear. Sendo que ha 5 termos no Hamiltoniano do Hélio

~ 1{_» 2] Z V4 1
Heletrénica =_E[Vi -V7 _.____f [3]

lI]ap :q)espacial X CDspin
Wyp =Lls(DIs(2) xa(Da(2), ha 4 possibilidades de funcdo de spin desde que

negligenciamos o efeito magnético.

A) ¥, =lsa(Dlsa(2)
B) ¥, =1sB(D1sp(2)
C) Y, =lsa(Dlsp(2)
D) ¥, =lsa(Dlsa(2)

Onde A) e B) sdo simétricas e C) e D) sdo antissimétricas.

C) Yy =lsaMIsp2) - 1spDlsa(2) > ¥, =—= Isa(l) lsp(l) 0

1
P lsa2) 1sB(2)
Isp() lsa(l)

D) ¥, =1sp(Dlsa(2) - lsa(DIsB(2) > ¥, = % 1B lsa(2) =0
Utilizando C)

Y, =lsalsf(2) - 1sp(Dlsa(2)

¥, = (Is(M1s(2)) () B(2) - (Is(D1s(2))B(Dea(2)

¥, = s(Is)[a() A(2) - Ba(2)] [4]

A parte espacial € simétrica e lembrando que a fung¢do de spin ja estd normalizada

1
Yop = liigig)ﬁ [2(1)(2) - B (2)] [5]
spin

Verificando a ortonormalizagdo da fun¢do de spin



ZZ a(l)ﬂ(2) BOa)] —[O!(I)ﬂ(2) pa(2)]=

52 |a<1)| 3 8 —52 a MW Br@a@)+ 6]
1 2 2

1

LS g 0e0Y 2@8@+13 18O le@)? =1
2 2
1 2 1 2

1/2 1/2 5
> |a(m,)|’ = > |B(my)|" =1 [7]
mg=—1/2 mg=—1/2

Desde que as fungdes oe B correspondem a diferentes autovalores do operador Hermitiano

S, , eles sdo ortogonais.
1/2

> (my)B(m,)=0 8]

mg=—1/2
Aplicando estas nota¢des na verificagao de ortonormalizagao

1 1 1 1
5(1)-(1)—5(0)-(0)+5(0)-(0)+5(1)-(1) =1
1=1 [10]

A integral variacional ¢
[wHw = ZZ [ [(sis2)) f[a(l)ﬂ(Z) ﬂ(l)a(?-)] H(lsa)ls(z))—[aa)ﬁ(z) BDa(2)ldv,dv,

Neste caso H ndo atua na fun¢do de spin e a integral variacional torna-se

[ Hy = [ [(1s)15(2))" Hs1s(2))dvidvy Y Z%‘a(l) B2)- B (2) [11]
1 2

1
Como a funcao de spin ¢ normalizada, a integral variacional se reduz a
j\P*H\y = j (1s(M)1s(2))" H(1s(D)1s(2))dv;dv, [12]
Substituindo o Hamiltoniano [3] em [12]

[way =[] (ls(l)ls(2))*{—; [v,? . i}(1S(l)ls(2))dvlde [13]
ij

Tik  Vik



E= j 1s(1) 1s(2)dv2j1s(1) [ }ls(l)dvl + j 1s(1)* 1s(D)dv, j 1s(2)*[—%vﬂ1s(2)dv2

1Ty
2
+ j 1s(1)” —ls(l)dvl +j1s(2) z 1s(2)dv2 +j j (1s()1s(2))" (1s(1)1s(2))dv1dv2
Tij

Aplicando os operadores nas func¢des espaciais

A gy 4 1/a3ear">=a1/a3€m">=a‘l’>,
dr; dr /2
3 3
gy 4 ,/“_e“’1>a,/“_e“’1>aw>
drj dr T
e que

d? ) d? 2
— V) =a"|¥), — ¥ =a"|¥Y
S S aty)

Logo a expressdo de Energia na notagdo de Dirac torna-se

1 d d 1, . d> 1 1 1
E=—(w| L 4 gy L y wfiqf—f\yiqf—zwf\yzwf\yzwf\y
(L) e \>< o e M R A M P
1 a? 1 a? 1
= [ )= 0 )l L) - ) 2 )z L) 2w )
a pe a P (5/8)a

E=—0:2 —22a+§a

como JE(VY,)=0 <H > =0, o minimo de energia sera obtido se derivarmos £ em relacdo a
a e igualando-se a zero,
dE

—=—2a—22+§:0
da 8

—2(a+z)=—§

5
a=-z+—
16

o =1.6875
Substituindo o valor de a na expressao de energia



E =(1.6875)% — 2(2)(1.6875) + % (1.6875)

E =-2.8477 Hartree

4.7 Método Variacional para Sistema de dois Spins

(¥|¥)
Sendo o Hamiltoniano H,
HZ—Vlil —Vziz +Ji1 'iz [2]

Agora analisemos a interagdo spin-spin € podemos ver que esta atua como uma
perturbacao no sistema de spins. E por isso consideramos esta como uma perturbagao, logo
podemos escrever o Hamiltoniano [2] da forma:

H=HO® + O [3]

onde H(O):Hl(o)+H£0) e Hl(o):—vlile Héo):—vziz, o qual a sua fungdo

aproximada ¢
lPap = q)espacial x q)spin [4]

Vyp =Lls(DIs2) xa(la(2), ha 4 possibilidades de funcdo de spin desde que

negligenciamos o efeito magnético.

a) Yy = Ilsa(D)lsa(2)
b)Y, =1sBM1sp(2)
¥y, =lsa(DlsB(2)
d) ¥y, =lsa(Dlsa(2)

Onde a)e b) sdo simétricas e c) e d) sdo antissimétricas.

&) W,y = Isa(DIsA2) — 1sADIse(2) > ¥,y =——

Isa(l) 1sp(1) 0
V2!

Isa(2) 1sB2)




DY A el L |I5AD 1sa®]_
) ap_sﬂ()sa( ) —lsa(DlsB(2) - “p_\/ilsﬂ(Z) 1sa(2)_

Utilizando c)

Yyp =lsa(Dlsp(2) - 1sp(DIsa(2)
¥, = (s(D1s(2))r(DB(2) - (1s(D1s(2)) B(Dex(2)
¥, =1s(MIs)[a()A(2) - Ba(2)] [5]

A parte espacial é simétrica e lembrando que a fung¢do de spin ja esta normalizada

¥op —1s(1>1s(?)f [e()5(2) - B)a(2)] [6]
espacza
spin

Verificando a ortonormalizag¢do da fungdo de spin

ZZ [a(l)/f(z) BMa2)] —[a(l)ﬂ(Z) Ba(2)]=

52 20 |p@) —52 S MEOY. Q@+ 7]
1 2 1 2

%Z O a2(2)ﬂ(2)+%2 BOPY @) =1
1 2 1 2

1/2 ) 1/2
2lamo)” =1 > |Aom) =1 [8]

mg=—1/2 mg=—1/2

Desde que as fungdes a e 3 correspondem a diferentes autovalores do operador Hermitiano

A

S, eles sdo ortogonais.
1/2

> " (my)B(mg)=0 9]

mg=—1/2

Aplicando estas notagdes na verificagdo de ortonormalizacao
to-o-to-0+ o0 lo-n=1
2 2 2 2

1=1 [10]



A integral variacional ¢

[¥'He =33 [[1s152) =82 - ADa@)] Hs0)1s2) =[x 8@ - Aba@)dvdv,
TS V2 V2
Neste caso H ndo atua na fungao de spin e a integral variacional torna-se

[ my = [ [(1s)1s(2))” H{s(1s(2))dvidvy > Y %\a(l) B2)- B (2) [11]
1 2

1

Como a fungao de spin ¢ normalizada, a integral variacional se reduz a
j\P*HW =[] (1s(D)1s(2))" H(1s(1)1s(2))dv; dv, [12]
Substituindo o Hamiltoniano [3] em [12]
[ my = [ [ (sm1s)) lHl(O) +HY + O hs(l)ls(z))azvldv2 [13]

E=[ 150) " 1s@)dv; [1s)" [ vy BsOayy + [15) 15y [152)° [ v s)dvy
+ [ [asus@) b, -1 Jisayis@hva,
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Capitulo 5: Teoria do Campo Autoconsistente (SCF)

5.1 Introducao

A teoria do campo autoconsistente (self-consistent field, SCF) para sistemas
atomicos e moleculares, na formulagdo de Slater (1), se baseia no modelo seguinte: em vez
de considerar todas as intera¢des instantaneas entre os pares de elétrons do sistema, supde-
se que o potencial atuando sobre cada elétron ¢ devido 1) aos nucleos e 2) a distribui¢do de
carga média dos outros elétrons.

Para os atomos com camadas fechadas esta distribui¢do é esférica, e o modelo é de
campo central (1/r), logo um campo atuando sobre um elétron em 7;, depende entdo da

distribuicao de carga média dos outros elétrons, que tem a seguinte forma:

_ * 1
Vrepulsdo (r;) = I\P 1,2,...,2N) r— lP(l,Z,...,ZN)dT"dTN [1]
ij

ou seja, que estd definido em termos da autofuncdo que ¢ justamente a variavel. O
problema se resolve utilizando um método iterativo: postula-se uma certa distribuigao
eletronica que permite calcular o potencial aproximado, constroe-se entdo o Hamiltoniano
aproximado e acham-se as suas solu¢des. A nova ¥ ¢ supostamente melhor que a primeira;
o campo construido a partir dela d& origem a um novo H cujas solu¢des dao origem a um
Nnovo campo, € 0 Processo se repete até que o campo seja autoconsistente, ou seja, até que o
potencial calculado em duas interagdes consecutivas seja constante, dentro da margem de
precisdo pré estabelecida.

A teoria SCF, nesta formulacdo conduz as equagdes de Hartree-Fock-Slater, que sdo
a base de métodos usadas especialmente em fisica do estado solido, e popularizadas em
quimica.

Existem porém varias teorias SCF: a que os quimicos usam geralmente ¢ a de
Hatree-Fock-Roothaan (HFR) (2), que ¢ uma forma aproximada da teoria de Hartree-Fock
(HF). Ambas as teorias se baseiam num modelo puramente matematico: para o caso de
sistemas de camadas fechadas, consiste em representar o estado do sistema por uma fungao
Y escrita como um unico determinante de Slater em termos de um conjunto de fungdes de
base monoeletronicas {‘I’i }, sendo que as func¢des ¥; sdo otimizadas utilizando o principio

variacional. No modelo de HF, as ‘¥;sdo variadas sem restri¢oes, as equagdes sao

(HF) .
S

resolvidas numericamente, e as solugdes sdo os orbitais de Hartree-Fock, V¥ a

r

energia calculada formado um determinante de Slater com estes orbitais, ¢ a energia
minima que ¢ possivel conseguir com uma fun¢ao de onda deste tipo.

Na pratica, as variagdes efetuadas em {¥;} estio em varios sentidos, e os orbitais

HF ~ ~ . ~ ~ ~

lI’l-( ) nio sio estritamente calculados. No modelo de HFR, as equagOes ndo sdo

resolvidas numericamente, ¢ os orbitais sdo expandidos como combinagdes lineares de



funcdes de certos conjuntos finitos, {‘Pﬂ}, que podem ser funcdes gaussianas, orbitais

atdmicas, etc.:

m
HFR /
w10 _$ 0y, 2)
Y7
onde m ¢ a dimensdo do conjunto de base {‘P u } Os orbitais ‘Pl.(HFR) sdo aproximacdes aos
g (HF) |
; :
.. (HFR) _ \y (HF)
limite?:™ " ="%; [3]
m—>0

No caso de moléculas, os orbitais moleculares (MO) sdo expandidos como combinagdo
linear de orbitais atomicos (LCAO), e o modelo chama-se de SCF-LCAO-MO. A
interpretacdo fisica das equagdes resultantes do modelo matemdtico acima nao ¢é tdo
simples quanto a do modelo de Slater: além da interacdo de Coulomb entre os elétrons, o
potencial contém termos, chamados de troca ou de permuta (exchange) que surgem devido
a antissimetria da fun¢@o de onda.

5.2 Valor médio da Energia

Dada uma fung¢do de onda ol qletronica para um sistema de 2N elétrons ¢ M
nucleos, escrita como determinante de Slater em termos de um conjunto de 2N spin-
orbitais,

Total 7
N otal _ A{\Pespacial X \PSpin} [4]

Onde A ¢ o operador antissimetrizador. A expressao para o valor médio da energia é:

[w" Hvdr
(B)="—— [5]
[¥ wdr
Sabendo que a fung¢do de base ¢ antissimétrica e o operador Hamiltoniano
2N 1, M zy 2N2N 1
755 RS YR TS 3 3 6
i AT ] i T

lembrando que este ¢ um Hamiltoniano especial (a interagdo de um elétron com o restante
do caroco), a Primeira parte entre colchete esta constituida por operador de um elétron, os



termos de energia cinética dos elétrons e a por¢ao da energia potencial relativa a interacao
dos elétrons com os nucleos:

2N
Hy =Y h() [7]
onde
h(l)= - Lv2 —%Z—A [8]
B 2 ! 4 T

Freqiientemente se utilizam aproximagdes nas quais os elétrons das camadas
internas ndo sdo considerados individualmente; o efeito dos elétrons internos € introduzido
no Hamiltoniano /(1) o qual contém a energia potencial do carogo molecular:

2N
Hy = Z Jcarogo (i) [9]
1
a segunda parte do Hamiltoniano:
2N2N 1
Hy=3>— [10]
i< j 1y

e depende de pares de elétrons.
Para calcular <E> ¢ conveniente escrever o operador antissimetrizador A em termos

do operador permutacdo, P (umas vez que as fungdes de base sdo antissimétricas):

" 1 P A
A:—z -D" P 11
V2N! P( ) L

O fator (-1)" vale £1 segundo que a permutagdo seja par ou impar, ¢ a somatdria é sobre
todas as possiveis permutagdes de 2N elementos, ou seja, que tem 2N! termos. O operador

P permuta as coordenadas dos elétrons na fungdo sobre a qual atua, assim, por exemplo:
Py {¥1 (Da()¥1 (2 BQY2 B)a(3)W2 (4)B(4)} =

[12]
= (=D {P; ()P (3) B(3) ¥, (Da(4) 5 (2) A(2)}
para determinar se a permutagao € par ou impar, compara-se os subindices, neste caso 342,
com a ordem crescente normal, 234, e obtém-se o nimero de transposi¢des necessarias para
transformar uma seqiiéncia na outra. No caso considerado, transpondo o nimero dois em
duas casas para a esquerda obtemos a seqiiéncia 234; como s3o necessarias duas
transposigoes, a permutacao € par, e (-l)P = (-1)2 =+1.
Como a fungao V¥ [4] esta normalizada, o valor médio <E> pode ser escrito como:

(E)- ﬁ ZZ(_DPHD' j j ﬁ{\Pf(l)a(l)..}PX,(2N),B(2N)}H1+H2]
155 [13]

P {‘Pl (Da()..¥  (2N) ,B(ZN)}drldrz ATy



5.3 O Valor médio de H;

Consideramos primeiro o integral sobre H;, que chamamos de <H 1>. Como os

elétrons sdo indistinguiveis, e como V¥ ¢ antissimétrica, as contribui¢cdes de todos os 4(1)
sdo iguais; assim:

<H1>:j‘1’*

Substituindo ¥ em [14]:

2N
Zh(i)]‘l’dr =2N| ¥ h(i)\Wdr [14]

()= oy S]] P a)¥] QY3 B1a(). ¥y 2N BCN)|
PP [
h(h)P' {\Pl (l)a(l)\Pl (2),3(2)‘1’2 (3)61(3)‘1};/ (2N)ﬂ(2N)}dT1dedT3 ATy N
15]

(2ND(2N!-1)

a expressao [15] ¢ uma soma de integrais multiplas. E preciso analisar

separadamente dois casos:
(P = P'

Suponhamos por exemplo que P ¢ aidentidade, ¢ P'= ﬁlz , Ou seja que P permuta
os elétrons 1 e 2. A integral multipla correspondente é:

[ ¥ Ma¥] @BQ).. ¥y @N)BENRDY, (2)a()¥, BN ¥y 2N)BEN)TdT)...dT)y

= [ ¥ War)¥; )ADET [V (BQY, Qa)dz, [...[ ¥y Q@N)BRNWy (2N)B2N)dT)y
[16]

O operador /(1) s6 depende das coordenadas espaciais do elétron 1, e ndo das suas
coordenadas de spin; assim, a primeira integral do membro da direita da equagao [16] pode
ser fatorizada ainda em:

[ 1 Ory® v [a” 1))



e, como as funcdes de spin sdo ortogonais, a segunda integral ¢ zero. O mesmo acontece
com a integral sobre elétron 2. quanto as outras 2N-2 integrais, sdo todas de normalizagao,
ou seja que sao iguais a 1.

Um caso levemente diferente ocorre se permutamos os elétrons 1 e 3 por exemplo.
Temos:

[ ¥ Wa)¥] 2)82)%; B)aB).. ¥y 2N)BE2N)(1)
¥, 3)a3)¥, (2B, (Da(l).. ¥y (2N)BQ2N)dridrydrs..dTyy
= [ W] WA, ()7 [aMa)dg [P (2)BQR)Y, ()BQ2)dTs [ V5 (3)¥) (B)dvy

[a3a@®de .| Wy (2N)B2N)E  (2N) BQ2N)dTsy
Observamos que mesmo se as integrais de spin ndo sao zero, mas a integral

%
[23)¥13)dvs
se anula pois ¥} e ¥, sdo ortogonais.

Assim, se P # P', todas as integrais sobre o operador 4(1) (ou, em geral, sobre
qualquer operador de um elétron) sdo iguais a zero.

Q)P=P

Obtém-se 2N! integrais com P e P iguais; para todas elas, o fator (—l)P g

(—1)2P =+1 e diferenca reside no spin-orbital associado ao elétron 1. sdo (2N-1)! Termos
para os quais 1 estd associado a um certo spin-orbital ¥;a ou ;S :

[ WG OrW, {5 0dr [ [ Wy QN)BRN)E y (2N)B2N)dToy

= [\ (AP, (Hdv,

pois € possivel fazer (2N-1)! Permutagdes dos 2N-1 elétrons, deixando o elétron 1

associado ao spin orbital ‘¥; {%.

1 N

N DI ACLOEAGES

(H1)

N
(H)=2 hy [17]

i



o fator 2 aparece devido a que o mesmo orbital ‘¥; esta associado as duas fungdes de spin

ae f.
5.4 O Valor médio de H,

O valor médio de <H 2> pode ser calculado de maneira andloga. Neste caso, para a
funcao V¥ antissimétrica, a dupla soma:
2N
)3
i< j i
pode ser substituida por
2N@N-1) 1
2 n»

(Hy)= m;;(—l)” P j j 13{1111* Da(1).. ¥y (2N)ﬂ(2N)}

[18]
1 =«

EP‘ 5”1 (Da()...¥ y (2N) ,B(ZN)}drldrz...drz N

A A

Consideremos separadamente os trés casos seguintes P=P', P# P' em mais de

dois elétrons, € P # P' em dois elétrons somente.
HP=P

Quando ]3:}5', podemos fazer (2N-2)! Permuta¢des nas quais os elétrons 1 e 2
estdo associados aos mesmos spin-orbitais ‘Pi{% e ¥, {%. Se os dois orbitais ¥; ¢ ¥

sao diferentes (i # j), estes podem estar associados a quatro possiveis combinacdes das
fungdes de spin: a()a(2); S)L12); a()F(2); F(D)a(2), e para cada integral

* * 1
3= [ O] @)-——%¥; O¥; 2)drdr, [19]
12
Ha 4 (2N-2)! Termos. O integral J;; ¢ chamada de integral de Coulomb. Portanto, se i,

ou seja, se as fungdes espaciais do dois elétrons sdo as mesmas, as fungdes de spin devem
ser diferentes, sendo que as duas possibilidades sdo: a(1)3(2); f(Da(2).

i =¥ ¥ @ L ¥, ()Y, (2)drdr, [20]
na

(2) P # P' em mais de dois elétrons



Se P difere de P' em mais de dois elétrons, ¢ facil demonstrar que as integrais valem zero.

(3) P# P' em dois elétrons

Se P difere de P' em s6 dois elétrons, porém as func¢des tém apenas dois spin-orbitais
invertidos (ou seja duas fileiras no determinante de Slater de uma das y). Novamente ¢é
preciso considerar varios casos:

(i) se ambos spin-orbitais tem a mesma parte espacial, ‘¥; ='¥';, a integral ¢ do tipo

[ e, Q)ﬂ@)i‘l‘i AN, 2)a()dridr

que ¢ igual a zero porque as fungdes de spin sdo ortogonais.

(i) se as partes espaciais sao diferentes, e os spin também,
* * 1
I‘Pi MM ;(2)4(2) — ¥ MAMY;Qa(2)drdr,
12

a qual também ¢ igual a zero por causa da ortogonalidade das fungdes de spin.

(iii) se as partes espaciais sao diferentes mas as de spin sdo iguais, a integral €, por exemplo

[¥ Wa)y; @a@%\? (DY, (Qa)drdr, [21]
12
que se reduz a
K;=[% 0)¥; Da2)——w (DY, (2)drdry [22]
n2

a integral K; se denomina integral de troca (exchange). Se aos orbitais ¥; ¢ ¥ da

equacdo [22] se associam fungdes de spin [, o resultado serd o mesmo. Ainda para cada
para de orbitais (‘¥;,'¥;) ha 2(2N-2)! permutagdes dos outros spin-orbitais. Assim, a

contribui¢do de cada par (‘¥;,%;) a energia total devido as integrais de troca ¢ de

2(2N -2)IK ;. Finalmente, voltando a equagdo [18] temos:

N N N
(Ha)=2 95+ X2 (23 —Ky) 23]

i j#i

Os K; aparecem negativos porque correspondem & uma permutagdo impar.



5.5 Célculo da Energia Média

Juntando os dois valores médios [17] e [23] temos:

N N N N
(E) =22 hii 2 ¥ + 2, 2. (20 ~Kyp) [24]
T i i

esta expressao pode ser simplificada observando que

* * 1
Ji =K = [ %] (%] @)W, ()¥;(Q)dridry
12
de modo que

N N N
<E>=Zzhii+22(2Jij_Kij) [25]
i i

Cada termo da primeira somatdria na equagao [25], 24;;, corresponde a integracdo entre um
elétron no orbital ¥; e o nucleo; o fator 2 ¢ devido a que dois elétrons ocupam cada orbital

Y¥;. Os termos
N
>y Ky)
J

representam a repulsdo entre um elétron no orbital ¥; e os outros elétrons. E interessante

definir um conjunto de energias orbitais E; para um elétron ocupando o orbital ‘¥;

N
E;=hi +Y.(2J; -Ky) [26]
J
Se fizermos a soma destas orbitais sobre todos os elétrons do sistema, teremos:

N N N N
2D E; =2 hy +2) > (21 - Ky) [27]
i i i j
comparando esta expressao co a da energia total <E> da equagao [25], observamos que

N N N
(E)=23 E; +Y.> (23; -K;) 28]
i i j

o qual ¢ facilmente justificado j& que na energia total, a repulsdo entre cada par de elétrons
em ¥; ¢ ¥'; deve ser contada s6 uma vez.



5.6 As Equacdes de Hatree-Fock.

Na se¢do anterior vimos que, dada uma fun¢do de onda aproximada, escrita como
um determinante de Slater em termos de um conjunto de fungdes de um elétron {¥;}, a

expressao geral para a energia do sistema ¢:
N N N
i i

podemos aplicar o0 método variacional para achar as melhores fungdes de base ¥;, isto &,
aquelas tais que se formamos ¥ como um Unico determinante de Slater na base das ¥;, a

energia ¢ minima:
oE =0

A variagdo do conjunto {‘Pl} porém estd sujeita a restricdo de que continue sendo um
conjunto ortonormal

5, = 0 se i#]
1 se i=]j
ou seja, que:
a5, =0

O método que permite variar £ mantendo a ortonormalidade da base ¢ um método
matematico bem conhecido, o dos multiplicadores de Lagrande. Formamos uma funcao G:

G=<E>—ZZ/1,-J.S,-]-

onde os 4;; sdo os multiplicadores de Lagrange, por enquanto, parametros indeterminados,

e procuramos 0 minimo na fung¢ao G:

6G =6E - Y 2;;85; =0
iJ
Substituindo £ por seu valor (equagao [25])

N N
2 Shi + D, 28 =K ) =Y > 268, =0 [29]
i i i j

Os termos da primeira soma na equacgao anterior:
Sy =5 [ %] AW, (D7) = [ (O¥] (WAW)P; (Dd7y + [ W] (DADSY; (D)d7y

podem ser reescritos como:



Oh;; = I (é‘Pi* WAM)Y; (1)d 7| + complexo conjugado
Analogamente:
AN I(é‘Pi )Y (2) - b (l)‘Pj 2)dridtry + I‘Pi (DY (2)) - b (1)‘Pj (2)dridty +cec.
12 12

ou utilizando o operador integral de Coulomb:

Jih= j ¥ (2)%\? ;(2)dr, [30]

A = [(¥ (DI, (Ddry + [(SV;NI;¥; (Dd7 +ce.
Para as integrais de troca

K = [(O¥] (DK ; ()W (Dd7y + [ (O] K, () (Dd) +cec.

e definimos o operador integral de troca, K (1), como um operador que tem a seguinte

propriedade:

R ()%, (1) = { [¥] @)@, }‘P SO 31]
o

Finalmente, a variacdo das integrais de recobrimento ¢ dada por
*
88 = j (O¥; (Y, Dd7) +cc.

Juntando todos os termos ¢ pondo em evidéncia as diferenciais:
N N R N
> j (8¥; (D12hM¥; () +2D(2d ;) -K ;()¥; (1) - D A;¥; (1) d7) +cc.=0
i J J

O fator 2 que aparece na frente da primeira soma sobre j ¢ devido a que tanto J;; como Jj;
contribuem com um termo idéntico,e analogamente Kj e Kj. Como as variagdes das
fungdes e dos seus complexos conjugados sdo independentes, cada termo da soma em i
deve ser identicamente igual a zero. Assim:



N N
2h(1)+2)" (23 ;()-K ;) [¥;() - Y. 4;%;()=0, i=1,2,.N
J J

substituindo, por conveniéncia,

ij =2Ej;

e dividindo tudo por dois, temos:
N A N
D)+ 21, -K ;) |[¥;()=D E;¥;()=0, i=12,.N [32]
J J

A Expressdo contida entre os colchetes se denomina operador de Fock, F :
o N ~ A~
F=h)+Y2J;()-K ;1) [33]
J
temos entdo um conjunto de equagdes diferenciais de um elétron:

N
FY;() =) E;¥;(1),i=1.2,.N [34]
J
Vemos imediatamente que se todos os Ej; com i # j fossem iguais a zero, a equagdo [34]

seria uma equagdo de autovalores (devemos diagonalizar Ej; para adquirirmos Ej; ). Isto

pode ser conseguido mudando-se o conjunto de base {‘Pi } Com efeito, os orbitais ¥; ndo
sdo unicos. Qualquer combinacao linear,

lPi': ZTl]\Pl
J

também ¢ autofun¢do do operador F', se os coeficientes T;; (transformagéo unitaria) sdo
tais que:
%
D Ty Ty =5 [35]
k

uma transformagdo que obedece o requisito [35] € uma transformagdo unitdaria. Em forma
diferencial ¢

T'T=1 [36]
onde T* ¢ a matriz adjunta de T, ou seja, a matriz transposta conjugada. A equagdo [34]
pode ser escrita em forma matricial:

FY =E¥ [37]



Multipliquemos ambos membros desta equacao por T pela esquerda, e insiramos a matriz

1, ou, o que é equivalente, o produto T*T:

TFT*TY = TETTTY
Agrupando os fatores, temos:
(TETH)TY = (TETT)TY
ou
F'Y'=EY

que ¢ analoga a equagdo [37]. Em particular podemos escolher uma matriz T tal que E’seja
diagonal. Neste caso, teremos uma série de equagdes de autovalores.

F'Y,'=E;"¥,' i=1,2,.N [38]

para o operador F'. E possivel demonstrar que o operador F' na base {‘P'i} ¢ exatamente

analogo ao operador F na base {‘Pl} de modo que as equagdes [38] representam o mesmo

problema que as equacdes [34]. As equagdes [38] sdo as equagoes de Hartree-Fock, e 0s
orbitais {¥';} sdo os orbitais canénicos de Hartree-Fock.

Podemos escrever a equagdo [38] diretamente

F'Y, = E;¥; i=1,2,..N
com
F=h+Y (23, -K))
J
Notamos o Valor E;:

Ei = J“‘Pil’i‘lpid’l' = F'l'l'

= [ A+ 32T -K ) [Widr=hy + > 2 ; - Ky)
J J

¢ exatamente igual a energia total E; definida pela equagdo [26]. Estas sdo chamadas de
potencial de Koopmans ou potenciais verticais.
A resolucdo das equagdes de Hartree-Fock se faz da maneira seguinte. Como o

operador de Fock, F', contém os operadores integrais J je K j definidos em termos de um

conjunto de orbitais de base {‘Pi}, inicia-se 0 processo postulando uma forma para o

conjunto {‘Pi }: por exemplo, os lI’l-(o) podem ser autofung¢des do operador ﬁ(l)

hyw®1y=Ow®



com essas funcdes calcula-se o operador de Fock e resolvem-se as equagdes de Hartree-
Fock. As solucdes {‘Pi(l)} formam um novo conjunto de base no qual pode se definir
novamente o operador de Fock. O processo continua até que os orbitais permanegam
invariantes sob novas iteragdes, dentro da margem de precisdo requerida. Se os ‘Pi(o) 1))

estdo bem escolhidos geralmente o processo converge.

E interessante discutir o significado fisico do operador de Fock: ele representa um
Hamiltoniano efetivo de um elétron tal que a energia potencial do campo no qual o elétron
se encontra ¢ constituida das seguintes partes:

(1) A energia de interacdo com os nucleos

(2) A energia de repulsdo com todos os elétrons de spin oposto ao do elétron

considerado. Z J j

J
(3) A energia de interacdo com todos os elétrons de igual spin ao do elétron
considerado:
2 ) -%)
J
que ¢ a interacdo (2) devido a que, para uma funcao antissimétrica, dois elétrons com o
mesmo spin ndo podem ocupar o mesmo orbital e conseqiientemente nunca estdo muito
perto um do outro; assim a sua energia de repulsdo ¢ menor
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Capitulo 6: Método de Hartree-Fock-Roothaan.

6.1 Introducao

Para sistemas com muitos elétrons a resolugao das equagdes de Hatree-Fock pode
ser feita de maneira aproximada pelo método de Hatree-Fock-Roothaan no qual os orbitais

de Hartree-Fock {¥,}, sdo aproximados como combinagdes lineares de fungdes de base

)llﬂ}:

v, =y, [1]

para moleculas, os '¥; sdo orbitais moleculares e os y,, sdo orbitais atdmicos. O metodo

Q)

variacional ¢ aplicado aos parametros lineares ¢,

Calculemos primeiro as integrais &; , J;; ¢ K;; da expressdo abaixo, em termos das

fungdes {;{ U }

N N N N
2D E; =2 hy +2) > (21 - Ky) [2]
i i i
sendo assim obtemos,

i =¥ AW =3 Y e e [ 2 WM zydey =Y ¢l ey, 3]
J7R%

nv

35 =[¥ m¥] (2) ‘I’ M¥; Q=TT D "D | zy(l)zv@)—zm(1)10(2)df1d72 =
Hv Ao
= ZCIS)*C‘(/) c}f)cgj)(uxﬂva)
o

[4]



. 1
onde o simbolo (uA|vo) se refere a integral sobre — tal que as fungdes da esquerda estdo
"2

associadas ao elétron 1 e as da direita, ao elétron 2. Analogamente:

Kz‘j = ch)*cgj)*cij)cg) (uo | vA) [5]
wio

Substituindo na equacao abaixo

N N N N
2D E; =2 hy +2) % (23 -Ky)
i i i j
temos:

N A
E:ZZZCS) cﬁl)hw+
iouy

~ M=

N ko (o (o
> 3 e DD p(urlvo) - (e va)] (6]
J wio

onde ¢ conveniente definir:
N
_ @* @)
P, = 22 Cu Cy
i

Substituindo na expressao de E:

1 1
E=2Pﬂvhw+5 Z PILMPVG|:(,LM,|VG)—E(IUO'|V/1):|
v uio

)

procurando agora os melhores valores das constantes cg , variando a energia com respeito

a essas constantes. O procedimento e inteiramente analogo ao da sec¢do anterior, € 0

resultado e,



. N J
> chyy + 3 DD a(un |vo) - (uo | v = Y ey Y ¢S
; j S

onde p=1.2,...

fazendo uma transforma~c”’ao unitaria da base para diagonalizar a matriz €, e definido

Fip =hy + Y P [2(ud|vo) - (uo |vA)]

VO

obtemos

> (Fuy — S )e) =0 [7]

que sdo as equagoes de Roothaan. Em notagao matricial, torna-se
FC =SCg [8]

A grande vantagem pratica destas equagdes e que elas sdo simplesmente equagdes

algébricas e ndo mais diferencias.



Capitulo 7: Teoria da Perturbacao.

7.1 Introdugao

Agora nos iremos discutir um outro método de aproximagdo em Quimica Quantica,
a teoria da Perturbagio ou Teoria da Perturbag¢io de Rayleigh-Schrodinger.
Consideramos um sistema o qual a equagdo de Schrodinger ¢

H|Y;)=E;|¥;) [1]
e para um estado estacionario

H(O)\Pi(o) - Ei(o)q;i(o) 2]
onde H® ¢ Hamiltoniano de um sistema niio perturbado, ou seja um sistema na auséncia
de radiagdo eletromagnética ou correlacdo interna. Quando ha presenca de uma perturbacao

o Hamiltoniano que descreve a perturbagdo ¢ representado por H’. O Hamiltoniano
Perturbado H e um néo perturbado H® é

H=H-HY [3]
H=H" +H' [4]

onde HO > ', Quando dizemos que H O s g ', queremos dizer que <H (O)>> <H '> ,

isto €, estamos comparando os valores esperados dos dois operadores H O e g

O objetivo ¢ relacionar as autofuncdes e autovalores do sistema perturbado as
autofungdes e autovalores conhecidos do sistema ndo perturbado. Para isto, imaginamos
que a perturbagdo ¢ aplicada de maneira a variar continuamente o sistema do estado nao
perturbado ao estado perturbado. Matematicamente, isto corresponde a introducdo de um
parametro A no Hamiltoniano, modo que

H=H9 1 21 [5]

com A variando entre 0 e 1. Quando A=0, o sistema é ndo perturbado e quando A=1 o
sistema ¢ perturbado. Assim temos:

HO 4 )Y, = E P, 6]

desde que o Hamiltoniano depende do pardmetro A, tanto a autofun¢do ¥;, como o
autovalor E;, devem depender também de A e podemos expandi-lo em séries de Taylor de

potencias de A .



¥ =20 2D 4 22e @ ke [7]
E;=E® + 2ED + 2E® 4+ 2FEW [8]

Onde k ¢ a ordem da fungdo e energia. Substituindo [7] e [8] em [6], temos:

HO w25y w© 2w D L 229 @ o keB))

[9]
(El.(o) + /1El.(l) + /12El.(2) +ot ﬂkEl.(k) )(‘I’l.(o) + A‘Pl.(l) + AZ‘PZ.(Z) +ot AR ‘Pi(k))
HOwO 4 ame® Oy 2(HOwE 4 gry®) = o0
EOw©® L 3 OWe® L pOwDy 22 @@ L pOgD L pOg@
Igualando as familias de mesma poténcia
HOWO _ g0y © (1]
AHEO + HOPD) 2 gDy O | pO D)
HY O+ gOgD - pOgO) L pO¢D g [12]
1 1 1 1 1 1
2 0 2 (1 2 2 0 1 1 0 2
2HEO9D L g0y = 2 E@w© L pDy® | pOg@)
HOw® L gg®_p@ge0 pOe®  pOg@_o  [13]

Agora devemos agrupar as expressoes [11], [12] e [13]

HOWO — EOwO) ol g0y © 4 (1710 FOyp® )y 2()+.=0 [15]

se ¥; e E; sdo funcdes continuas de A, para que a equagdo [15] seja verdadeira para
qualquer valor de A, os coeficientes de cada poténcia de A devem ser iguais a zero. As

equagdes [11] e [12] s@o equagdes de ordem zero e ordem um respectivamente. E como as

solucdes de ordem zero sdo conhecidas elas podem ser utilizadas se obter as equacdes de
ordem um.

7.2 Correcao de ordem um para a energia

Para obter a energia reescrevemos a equagao [12]



qu;i(()) +( g _ Ei(o) )\Pi(l) - Ei(l)Ti(O)

multiplicando por ‘I’i(o)* ambos os termos e integrando
\Pi(o)* Huyl_(o) n \Pi(o)* (H ) _g i(O) )\Pi(l) — Ti(())* Ei(l) \Pi(o)
<q,i(0) ‘ H® - g©® ‘ LPi(l)> N <‘Pi(0) ‘ H,‘ ‘P,-(O)> ~ gD

O primeiro termo ¢ zero porque H é um operador Hermitiano. Entdo, a corre¢do de ordem
um para a energia do nivel i é:
1 0)* 77 (1) (0 '
EL =[¢ " uOwOar=pr [16]
ou
gD :<‘P.(0) ‘H(l)“{‘.(o)> e
1 1 1 - 124
E® :<1Pﬂ0) ‘H(l)“l’.(l)> n <\P.(O) ‘H(z)‘qjm)>’

[17]

EM =¥ (W[ e,

m=l1
7.3 Correcao de ordem um para a funcédo de onda

Para obtermos a corre¢do de ordem um para uma func¢ao de onda, expandimos ‘Pl.(l)

em um conjunto ortonormal completo de fungdes de ordem zero, {‘P](.O) }:
1 0 0 1
lPl()ZZCl]l\P](),Onde Cl]:<\P]()‘\Pl()> [18]
J

Substituindo [18] em [16] temos:

Zaﬁ (H(O)\.I;j(o) _Ei(o)\{;j(o)) _ (Ei(l) _Hv)\{;l_(o)
J
ou

(B —EY = (ED 1) [19]
J



multiplicando a equagdo [19] por ‘I’,EO)* e integrando, temos:

Yau(E B [¥)°)= B0 (00 €)= (00 || w”) 20
J

Efetuando a somatoéria, somente os termos com k = j permanecem, devido a
ortonormalidade:
0 0 1 0 0 0 0
a (B = E) = EO (w0 | W)= (¥ || w() [21]

temos agora dois casos a considerar: para k=i, obtém-se a equagao [16].

a (B —E")=E" - (¥ || e)
EY =<?P]§°) ‘ H"\Pi(0)> _ <LPI_(0) ‘ H"‘I’i(O)> [16]

Para k #i, o primeiro termo a direita da igualdade ¢ zero e a equacdo [21] torna-se:

a,(EQ - E) =_<q,1§o) ‘H"‘Pi(())>
arranjando
(w0 w®)

oo [22]

a equagdo [22] determina todos os coeficientes a,,, exceto a,, o coeficiente de ¥\”.

i

Aplicando a condigdo de ortonormalizagdo, se determina a; =0 . Os resultados finais para

E; e ¥, corretos até a primeira ordem sdo os seguintes:

EP =E" +aH, [23]

O 0 S (|| ®)

O [24]
o EY-E”

1

7.4 Tratamento de um sistema de spins pela Teoria da Perturbacao

Quando estudamos um ensemble de spins através de perturbacdes, realizamos um
deslocamento de equilibrio do sistema de spins e podemos fazer transi¢cdes entre niveis de
energias que ocasionam mudangas na magnetizacdo na magnetizacao liquida. Esta por sua
vez nos da o sianl de RMN.



Considerando um sistema de dois niveis representados por |a) e |b), com energias

Ea e Eb, sujeito a uma perturbagdo V(t)=Vf(t), onde V ¢ um operador independente do
tempo e f(t) € um fator numérico flutuante. O operador V, tem com efeito a modulagdo nos

niveis de energia Ea e Eb, o qual induz transig¢des entre os niveis.

V Ea> = Vabf(t)|Ea>
V|Eb> = Vbaf(t)|Eb>

Temos para esse sistema o Hamiltoniano

E V. f(t

H= |: a abf( )i|
VS (1) E,

e a funcdo de onda que € solucao da equacao de Schrodinger:

|¥) = c, (1) exp(— i%)|a> +¢, (1) exp(— l%)”»

Resolvendo o sistema abaixo:

il ol %) { E, Vabﬂz)} e~
a cb(t)exp(—i%j Vul (0 E, cb(t)exp(—i%j

temos:

(. (Ea - Eb)tj
lh—ca(t) Ve, (0. (@) expli—————

zhécb(f) V,.c a(t)f(t)exP( (E, hE )tj

Supondo que no instante t=0 o sistema esteja no equilibrio, ou seja, no seu estado |a> em
que c,(0)=1 e cp(0)=0. A integragdo da equagdo acima fornece o valor da corre¢do em cy

num tempo ¢ posterior:

(1) = j e f(r)exp[( 2= ’tjd

0

Cb(t)_— ba If(t)exp( ( b hE )tJd

A probabilidade de que ocorra uma transi¢ao do estado |a> para o estado |b> no tempo ¢ ¢

dada por:
2
P(a,b) =e, (1)



Um caso em que P(a,b) cresce linearmente com o tempo € aquele em que f(t) € uma
funcao periddica do tipo:

f(t)=2cos(wrt)
Via ( E,—E
c,(t)y=—i % '([ 2 cos(wt) exp(i %}Jt

(Eb— Ea)

escrevendo w,, = P , (ou seja, fimp, € a diferenca de energia entre os niveis)

t
c,(t)=—i % I 2 cos(at) explim,,t Mt
0

e sendo:

exp(iat) + exp(—iat)
2

cos(wt) =

t
c,(t)=—i V;’l“ J. (exp(i wt) + exp(—i a)t))exp(i Wy )t
0

v, L
c,(t)=—i ;’l" I (exp(i wt) + exp(—iat))exp(io,,t)dt
0

c,(t)=—i % {J. (expli(@ + @y, )11+ expli(@,, — a))t])dt}
0

h Wy, + O

()= m {exp[i(wba to)]-1, exp[i(;)ba —aa)))z] - 1}
ba ~

Para @ proximo de my, podemos desprezar o primeiro termo da equagdo acima com
relagdo ao segundo termo.A probabilidade P(a,b) = |cb ()|* fica entdo igual a:

a)ba - a)ba -

P(a,b) =, (T)|2 _ |V;_la2|2 [exp[i(a)ba —o)t] -1 exp[-i(®,, —®)t]- 1}

2 . .
P(a,b) = |Vba2| {1 —expli(w,, —o)t] - expg—l(a)ba - o))+ 1}
h (wba - 60)



‘ 2

P(a.b) = V:z 2 —2cos(wp, — a))t}

(wba - w)z

‘2 1—cos(w,, — o)t
1

E (a)ba - a))z

i mnz[(%—wﬁ]
| 2

1
5 (wha - w)z

5 sen2 (a)ba_w)t_
| 2

" 2| O~ 2
2

P(a,b NV
(a7 )_ h2

P(a,b _ Ve
(a’ )_ h2

P(a,bh

| By

1 L 1 L 1 L 1 L 1 L 1 L 1 )
Wpa ]
probabilidade de transi¢do em fungéo da frequencia da perturbagéo (fig.3)

Na figura 2 temos uma simulagdo da fungéo probabilidade de transigdo P(a,b) entre dois niveis
com energias Ea e Eb. Aproximando essa fungéo por uma fungéo delta de Dirac:

Lx=x,
Olx=xy) = 0;x #x
> 0
24V, |’
P(a,b)=h—2§(a)ba —a))t

A primeira condicdo a ser satisfeita pela perturbagdo ¢ que sua atuacao forneca ao sistema
uma energia iw=hv, onde v= (Eb-Ea)/h, ou seja, a energia fornecida ao sistema deve ser

igual a diferenca de energia entre os niveis.
O termo independente do tempo da perturbagdo deve ser tal que | Vi, | %£0.

*=[allp) =0

..
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